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Os ntimeros tém formas. Bem, pelo menos alguns. Por
exemplo, temos niimeros triangulares, quadrados, retan-
gulares, pentagonais, entre outros. Aos nimeros tais que
conseguimos formar um poligono regular com o seu respe-
tivo nimero de pontos da-se o nome de niimeros poligonais.

Figura 1. 3, 4 e 5 sdo ndmeros poligonais.

O estudo destes nimeros comecou ainda muito antes de
Pitdgoras'. Sabe-se que os babilénios, os indianos e os
gregos ja teriam demonstrado todos, independentemente
o tdo conhecido, e assim nomeado, Teorema de Pitdgoras,
agora tradicionalmente estudado no Ensino Bésico. Para
ele, o conceito de ntimero poligonal proveio do conceito
de gnomo. Um gnomo é uma figura composta pela justa-
posicdo de figuras com a mesma forma tal que, ao se jus-
tapor uma nova dessas figuras, se obtém uma figura com
a mesma forma do gnomo original. A imagem seguinte é
o exemplo de um gnomo, visto que quando acrescentamos
cada conjunto de pontos continuamos a ter um quadrado,

mas maior.?

Figura 2. Gnomo.

Este é um argumento geométrico interessante para de-
monstrar uma propriedade que todos aqueles que conhe-
cem o método de indugdo jd provaram. A propriedade é:

143454+...+02n—1)=n?

Os ndmeros triangulares sdo um exemplo de ndmeros
poligonais, sendo o n-ésimo ntimero triangular, T,, dado
por w, como se vé pela justificagio dada na figura
abaixo — que corresponde a soma dos # primeiros niimeros

naturais.

De acordo com este facto, podemos concluir que:

Ti+Ti=04243+ - +m—1)4+n)+n+m—-1)+ - +2+1)
=(1+nm+Q2+n-1)+--+m—-14+2)+(n+1)
=n+)+nm+1)+---+(n+1).

Logo, n(n+1)

2T, =n(n+1) <= T, = 5

Assim, os cinco primeiros ntiimeros triangulares sdo 1, 3,
6,10 e 15.

1 https://www.britannica.com/science/Pythagorean-theorem, https://www.ima.
umn.edu/press-room/mumford-and-pythagoras-theorem.

2Para mais informacdes sobre a histdria dos nimeros poligonais ver ht-
tps://core.ac.uk/download/pdfl77977823.pdf e http://math.bu.edu/people/
kost/teaching/MA34 | /PolyNums.pdf.
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Existe uma relagdo interessante entre os niimeros triangu-
lares e os ndmeros quadrados. De facto, qualquer quadra-
do é a soma de dois ndmeros triangulares consecutivos,
ou seja, Q, = T, + T;,—1, em que Q, é o n-ésimo nimero
quadrado. Esta igualdade também é conhecida como for-
mula de Theon e é bastante intuitiva de uma perspetiva
geométrica, como se mostra na figura abaixo.

Além disso, ndo é dificil ver que n? = M + @
A partir dos ntimeros quadrados e triangulares é
possivel obter os niimeros pentagonais, que sido dados

n(3n—1)

pela férmula P, = ==—=. Isto é possivel, uma vez que

Py = Qu + T,,—1. Uma prova geométrica deste facto é dada
abaixo:

Figura 3. llustracdo da identidade
P, = Q, + T,_4 parao cason = 3.

Assim, conforme anunciado,

nin— 2 -
Pp=Qu+ T 1= n’ + n(n2 L = 37127” - n(3fé 1)'

Deste modo, os primeiros cinco niimeros pentagonais sdo
1,5,12,22 e 35.
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Fermat chegou a conjeturar o nimero de nimeros poligo-
nais necessdrio para obter um qualquer ntimero natural.
No entanto, foi Cauchy, em 1813, que provou esta conje-
tura. Hoje, o teorema é designado por alguns por teorema
dos niimeros poligonais de Fermat e por outros por teore-
ma dos nimeros poligonais de Cauchy. Este teorema afir-
ma que todo o niimero natural é a soma de, no maximo, n
ndmeros n-gonais. Gauss provou o caso particular de todo
o nuimero natural poder ser expresso como a soma de trés
ndmeros triangulares. Por exemplo, 13 =6 + 6 + 1.

Outro caso também bastante importante historicamen-
te é o teorema dos quatro quadrados de Lagrange, prova-
do em 1770, que afirma que todos os niimeros naturais,
maiores do que zero, podem ser obtidos pela soma de, no
maximo, quatro nimeros quadrados. Por exemplo, 10 = 4
+4+1+1

Outro resultado interessante é o de todo o ndmero in-
teiro positivo poder ser escrito como a soma de dois qua-
drados e de um ntmero triangular. E mais, todo o ntime-
ro inteiro positivo pode ser escrito como a soma de dois
nimeros triangulares com um ndmero quadrado [3]. Por
exemplo, 5=1+1+3=3+1+1.

Para se compreender melhor a importancia dos ndme-
ros poligonais, vamos definir o conceito de partigdo.

Uma partigdo de um ntmero inteiro (positivo), n, é uma
representacdo de n como uma soma, ndo ordenada, de
inteiros positivos. Seja p(n) o ndmero de partigdes de um
dado n natural, definindo-se também que p(0) = 1. Tem-se
que, por exemplo, p(5) =7, vistoque 5=4+1=3 +2 =
341+1=2+2+1=24+1+1+1=1+1+1+1+1,nd0
havendo qualquer outra forma de decompor 1 = 5 numa
soma de nimeros naturais. Cada elemento de cada parti-
¢do é designado por parte. Por exemplo, 4 e 1 sdo as partes
da partigdo 4+1.

Ainda podemos ir mais longe neste conceito de par-
ticdo. Definimos p;(n) como o ntimero de parti¢des de n
com partes distintas. Entdo, p;(n) = pe(n) + po(n), em
que p.(n) é o numero de parti¢gdes cujo nimero de par-
tes é par e p,(n) é o ntimero de partigdes cujo ntimero de
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partes é impar. Por exemplo, nas diferentes parti¢des de 5,
as particdes 4 + 1 e 3 + 2 tém duas partes distintas, pelo
que pe(5) =2. Como p,(5) é 3 -vistoque 5,4 +1e 3 +2
sdo as Unicas parti¢des de 5 com partes distintas — resulta
que po(5) = 1.

Mas por que se definiram estes conceitos todos? Serd
que hd alguma relagdo entre as parti¢des e algum dos nu-
meros ja vistos? A resposta é sim. Euler descobriu o que
chamamos hoje de Teorema Pentagonal, cujo enunciado é

(o]

)
[T -5 =1+ Y (—1)" (P 4+ xP),
k=1 n=1

sendo que, para todo o 1, se tem P}, = P, + n. Deste modo,
para exprimir [T3°_; (1 — x¥) como uma soma, basta utilizar
osnumeros P;,. E o que é este P,? Isso mesmo, é a sequéncia
dos ntimeros pentagonais! Assim,

4 3n+n _ 3n2—n
Phy="5" el ="

Estes ntimeros sdo chamados de nimeros pentagonais ge-
neralizados. Consequentemente,

[e0]

[T - = i ) (xPr 4 xPn),

k=1

é equivalente a ter-se

© k © 3n2+n 3n2—n
JTa=x =1+ Y (-D)"x" 7 +x2z ). (1)
k=1 n=1

Ora, se expandirmos o produtério, obtemos
1T—x -2+ 427 —x12 x4 22 1 2% ... O que
dizer sobre os coeficientes? Nesta série de poténcias, o co-
eficiente de x* é:

0, se k ndo é um nimero pentagonal generalizado,

. , 2

(—=1)", caso contrério, onde n é tal que k = %
Por outro lado, o coeficiente de x* é dado por pe (k) — po (k).
Mas sendo assim, entdo podemos concluir que

ﬁ(l —F) =1+ i(pe(”) — po(n))x".
k=1 n=1

Concluimos ﬁnalmente que
(o]

H(lfx *1+2 pe(n) — po(n))x"
k=1

=1—x—x2+x7 —x2 x4 x2 2.
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