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DO ALGORITMO DE EUCLIDES

AO TEOREMA DE QUILLEN-SUSLIN

Uma viagem iniciada no Livro VIl dos Elementos de Euclides que vai

até ao final do século XX.

1. INTRODUCAO

O 7.° Livro dos Elementos de Euclides, o primeiro dos li- O que isto quer dizer, em simbolos dos nossos dias, € o se-

vros aritméticos da obra, trata das questdes de divisibi- guinte: sejam a e b dois niimeros naturais diferentes. Sem

lidade para ntmeros naturais. Depois de 22 defini¢6es perda de generalidade, podemos supor a > b. Proceda-se

bésicas (incluindo nimero divisor de outro e mdltiplo de a seguinte sequéncia de divisdes inteiras:

outro, niimero primo e nimeros primos entre si), a 1.* Pro-
posicdo afirma o seguinte:

Dados dois ntiimeros diferentes, sendo subtraido
o menor do maior e sucessivamente repetido esse
processo, se o nimero que resta nunca dividir o
anterior até que reste 1, os niimeros originais sdo

a=qb+r, 0<r <b
b:q21’1+7’2, 0<ry<mn
r = qaro+ry, 0<r3<rnr

k2 = gkt +1.

primos entre si. Entao a e b sdo primos entre si.

LTBGER YIL 9o
THEOREMA I, PROPOSITIO 1L

Siduobus numeris inzqualibus expofitis,detracto femper mi-
nore de maiore,reliquus minime metiatur precedentem , quo ad
alsapra fuerit vnitas; numeri a principio pofiti primi inter fe erfic.

. Duobus enim ingqualibus numeris expofitis. AB CD,detra&o

fimper minore de maiore reliquus minime metiatur pracedents, g

quoad affumpta fuerit vnitas. Diconumeros AB CDinterfe pri %, €
mos elfe, hocelt ipfos AB CD vnitaté folimetiri.Sienim ABCD @ o =
006 fint primi inter (e, metierur eos aliquis num :rus. metiatur, fitd; '." Tk

E: & CD quidem ipfum AB meticns relinquat fe ipfo minoré F A,
AF vera metiens DC relinquat [e ipfo minorem GC; & GC metiés
FH vnitaté HA relinquat.quoniam igitur numerns E ipfum CD metitar, CD ve-

ro metitur BF; & E ipfum BF metiturymetitur aiit & rotd BA. ergo &reliqui AF Pelicoom
metictur.Sed AF metitur DG.quare & E ip( D e
tam DC.ergo & reliquum metietur CG. at CU mentor FH . & E igitur 1plum FH
metictur.fed & metitur toam FA;& reliquam igitur voitatem AH metictur,nume

rus exiltens. quod fieri mon potelt.non igitur iplos AB CD metictur aliquis nume-

zus . crgo AB CD primi inter e funt.quod oportebat demonftrarc,

Figura 1. A 1.7 Proposi¢do do 7.° Livro dos Elementos
de Euclides, na famosa edicdo latina de Comman-
dino [3].
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Para provar esta afirmacado, Euclides argumenta assim:
se a e b ndo fossem primos entre si, existiria um divisor
comum de a e b, digamos d, maior do que 1. Da primeira
das igualdades acima concluimos que d divide o primeiro
resto r1. Da segunda concluimos entdo que d divide r,.
E assim sucessivamente, até concluirmos que d divide 1, o
que é impossivel. Logo, nenhum nimero maior do que 1
divide a e b e, portanto, estes ntimeros sdo primos entre si.

A 2.7 Proposigdo tem, como muitas outras nos Elemen-
tos, a forma de um problema:

Dados dois niimeros ndo primos entre si, encontrar
o maior dos seus divisores comuns.

A resolugdo usa um procedimento andlogo ao utilizado
para provar a 1.7 Proposi¢do. Sejam a e b dois nlimeros ndo
primos entre si. Se b dividir a4, é um divisor comum de am-
bos e é manifestamente o maior dos divisores comuns. Se b
nao dividir a, proceda-se a seguinte sequéncia de divisdes
inteiras:

a=qb+r, 0<r <b
b=qori+r, 0<rn<n
rn=qsra+r;, 0<r3<n

Repetindo este processo, chegar-se-d a um ntimero que di-
vide o anterior, isto é, a uma divisdo com resto 0:

Tk—2 = Qili—1 T 7%, 0 <rp <7
Tk—1 = Gk+17k -

Isto porque ndo se pode chegar a um resto igual a 1, pois
nesse caso, pela 1.* Proposigdo, a e b seriam primos entre
si, contra a hipétese. Por outro lado, os restos ndo podem
permanecer sempre positivos, porque cada um é menor
do que o anterior.

Euclides afirma que 7, (o tltimo resto n&o nulo) é o
maior dos divisores comuns de a e b.

Por um lado, r é um divisor comum de a e b: da tdltima
igualdade vemos que divide r;_;; da pendltima conclu-
imos entdo que divide r;_,; e assim sucessivamente até
as primeiras igualdades, que permitem concluir que 7y
dividea e b.

Por outro lado, r¢ é o maior dos divisores comuns de
a e b: se ndo fosse, existiria um divisor comum de a e b,
digamos g, maior do que 7. Da primeira igualdade con-
cluimos que g divide ry; da segunda, que g divide ry; e

assim sucessivamente, até concluirmos que g divide 74, o
que ndo pode ser, pois ¢ € maior que 7.

A este procedimento para encontrar o maior divisor
comum chama-se "algoritmo de Euclides".

Na 3.7 Proposicdo, Euclides resolve o mesmo problema
para trés ntimeros, ficando claro que a técnica utilizada
permite achar o maior divisor comum de quantos ntime-
ros se quiser.

Deixemos os Elementos e venhamos para os nossos
dias. E 6bvio que a nogéo de maior divisor comum pode
ser apresentada para quaisquer inteiros a e b ndo ambos
nulos. Usamos a notacdo mdc (a, b), e analogamente para
mais do que dois niimeros. Registemos algumas proprie-
dades simples:

» mdc (g, 0) =lal,
» mdc(a, b) = mde(b, a) = mdc (a, -b),
» mdc (ay, ay,...,an) = mdc [ mdc(ay, ap,..., ay—1),a, |-

Uma consequéncia interessante do algoritmo de Euclides
é a seguinte:

Teorema. Sejam # e b inteiros ndo ambos nulos e seja d o
seu maior divisor comum. Entdo existem inteiros x e y tais
qued =ax +by.

Demonstragio. Podemos supor a e b positivos. Olhemos
para as igualdades que escrevemos a propdsito da 2.” Pro-
posigdo dos Elementos. Da pentiltima tiramos

Tk = Tk—2 = qk"k—1-
Da antepentltima sai entdo que
e = —qrk—3 + (14 qeqe—1)rc—2-

Prosseguindo deste modo, chegamos a uma igualdade da
forma ry = ax + by.

Exemplo. Sejam a = 399 e b = 168. Tem-se

399 =2 x 168 463

168 = 2 x 63 +- 42

63 =1x42+21
42 =2 x 21.

Logo, mdc (399, 168) = 21. Usando os cdlculos feitos, tem-
-se
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21 = 63-—42
= 63— (168 — 63 x2)
= 63x3—168

(399 — 168 x 2) x 3 — 168
= 399x3—168x7.

E 6bvia a generalizagdo deste resultado para mais do que
dois inteiros.

O Teorema que acabdmos de descrever costuma ser as-
sociado ao nome de Etienne Bézout (1730-1783). De facto,
Bézout provou-o ndo para inteiros mas para polinémios
numa varidvel [1], cuja teoria de divisibilidade é total-
mente andloga a dos inteiros. Voltaremos a este assunto
adiante.

E aqui chegamos ao tema principal deste artigo.

Da Algebra Linear elementar recordamos que, dada
uma matriz quadrada A e sendo adj(A) a sua adjunta, vale
aigualdade

A-adj(A) =det(A) -1,

onde I é a matriz identidade. Daqui sai imediatamente
que A é invertivel se e s6 se det(A) # 0.

Suponhamos agora que sé nos interessam matrizes
inteiras, isto é, matrizes cujos elementos sdo ntimeros in-
teiros. A igualdade acima continua a ser verdadeira e, se
A for inteira, adj (A) também é e det(A) é obviamente um
numero inteiro. Mas agora a condigdo det(A) # 0 ja ndo
garante a invertibilidade de A, isto é, que A™! seja tam-
bém inteira. De facto, tem-se:

Teorema. Uma matriz inteira A é invertivel (mantendo-
-nos dentro dos inteiros) se e so se det(A) for um inteiro
invertivel, isto & se e s6 sedet(A) =1 ou det(A) = —1.

Demonstragdo. A suficiéncia é ébvia. Para provar a ne-
cessidade, suponhamos que A é invertivel. Entio A~! é
inteira e, portanto, det(A ') é um numero inteiro. Mas

“1y_ _1
det(A™) = gaay
det(A) = -1

que s6 é inteiro se det(A) =1 ou

Vamos finalmente ao problema que nos interessa. S6
trabalhamos com matrizes inteiras. Sejam dados dois in-
teiros a e b quaisquer. Coloquemo-los na primeira linha de

MMl

A pergunta é: quando é que podemos encontrar dois in-

uma matriz 2 x 2:

teiros, a colocar nas posi¢oes indicadas com *, de forma a

obter uma matriz invertivel?

A resposta segue de afirmagdes que ja fizemos: tal é
possivel se e s6 se a e b forem primos entre si, isto €, se
mdc (a, b) = 1. De facto, se a e b forem primos entre si,
existem inteiros x e y tais que ax + by = 1. Entdo o deter-

N

éigual a 1 e portanto esta matriz é invertivel.

minante da matriz

Reciprocamente, se for possivel completar a linha
[2 b] a uma matriz 2 X 2 invertivel, a e b tém de ser primos
entre si: se ndo fossem, isto &, se tivessem um divisor co-
mum d > 1, entdo essa matriz 2 X 2 teria o determinante
multiplo de d e portanto ndo seria invertivel.

399 x3—168 x 7 =21,
19 x3 -8 x 7 =1 e, portanto, 19 e 8 sdo primos entre si.

19 8
7 3
tem determinante 1 e, logo, é invertivel. A sua inversa é

e

Temos assim o Teorema de Bézout — consequéncia direc-

Exemplo.  Como tem-se

A matriz

ta do algoritmo de Euclides — reinterpretado como uma
afirmagdo sobre matrizes inteiras: a resposta a questdo
do completamento a uma matriz invertivel de uma linha
cujos elementos sdo primos entre si.

A mesma questdo de completamento pode colocar-se
para matrizes n X n, com n qualquer, e para linhas arbi-
trdrias. Concretamente, tem-se o seguinte resultado [4]:

Teorema. Seja # um nidmero natural > 2. Sejam
ay,as,...,a, inteiros quaisquer e seja 4 o seu maior divisor
comum. Entdo existe uma matriz inteira cuja primeira li-
nha é[ay ay ... ay| e cujo determinante é d.

Demonstracdo do Teorema. O raciocinio é feito por indu-
¢do sobre 1. O caso n = 2 é trivial, sendo consequéncia ime-
diata da observacdo feita acima. Suponhamos a afirmagao
verdadeira para n - 1.

Seja Ajumamatriz(n — 1) x (n — 1)com primeiralinha
[a1 a ...

Como d = mdc(dy, a,,), existem inteiros x e y tais que
dix + ayy = d. Ponhamos

a,_1)e determinante d; = mdc(ay, az,...,a,-1).

CANTO DELFICO « Do Algoritmo de Euclides ao Teorema de Quillen-Suslin

07



an

0

A= 4 0
Lay ey

|4, A

Entdo A é uma matriz n X n inteira e a sua primeira linha
é[ay ap ... ay). Se aplicarmos o Teorema de Laplace a ul-

tima coluna de A, vemos que det(A) = d, como desejado.

Corolario. Sejam ay, ay, . . ., a, inteiros primos entre si. En-
tdo existe uma matriz inteira invertivel cuja primeira linha
élay ay ... ayl.

Todas as afirmacgdes feitas até aqui sobre nimeros
inteiros permanecem validas, com as adapta¢Ges 6bvias,
para o conjunto K[t] dos polinémios numa varidvel ¢ com

SUR UNE QUESTION RELATIVE

A LA

THEORIE DES NOMBRES,

Journal de Mathématiques pures el appliguées, 1. XIV, 1™ sér.; 1840,
Soient 7 + 1 nomhres entiers
R e T
dont le plus grand commun diviseur est U'unité; on propose de
trouver tous les systémes de 72 (7 -+ 1) aulres nombres, savoir :
A SRl L
B B A sl
ot wriih
f I i
LA il
) e in
qui rendent le déterminant
L z', xlé! ain
B, B B Bin
- M
fr 7 i i
AR e |y e s CRCON
T u e [ A [
égal & plus ou moins un,

Figura 2. Primeira pdgina de [4].

coeficientes num corpo K. A observagdo crucial para esse
efeito é que existe, para polindmios, um algoritmo de di-
visdo andlogo ao dos inteiros, com a adaptagdo de que,
numa divisdo de polinémios, o grau do polinémio resto é
inferior ao grau do polinémio divisor.'

Quanto a afirmacéo sobre as matrizes invertiveis, ela
muda apenas na identificagdo dos polindmios que tém in-
verso multiplicativo, que sdo obviamente os polindmios
ndo nulos de grau 0 (isto é, constantes).

Mas podemos ir ainda mais longe. Se analisarmos a
demonstragdo do tltimo teorema, vemos que, na realida-
de, para o provarmos nado precisamos directamente do al-
goritmo de Euclides, mas apenas do Teorema de Bézout,
isto é, da possibilidade de exprimir o maximo divisor co-
mum dos elementos ay,ay, . . ., a, (inteiros ou polinémios)
na forma ayx1 + axxp + - - - + ayx,.

Esta observagdo sugere que o teorema de completa-
mento permanece valido se trabalharmos com matrizes
cujos elementos pertengam a um anel onde seja valido o
Teorema de Bézout. Isso é garantido, por exemplo, na clas-
se dos chamados "dominios de ideais principais". Como o
nome indica, trata-se de dominios de integridade onde to-
dos os ideais sdo principais, isto é, sdo gerados por um tini-
co elemento. Se pensarmos em elementos a4, a5, . . ., a, ndo
todos nulos num tal anel, o ideal que eles geram é necessa-
riamente principal. E simples ver que um gerador d desse
ideal pode escrever-se na forma ayxy + axx; + - - +ayx, €
é um maximo divisor comum dos elementos ay,ay, ..., a,.
(Notem-se os artigos indefinidos antes de "gerador” e de
"méximo divisor comum"; de facto, neste contexto geral,
deixa de haver unicidade, o que de resto ja acontecia no
caso dos polinémios.)

E para anéis mais gerais, em que o Teorema de Bézout
pode falhar? Aqui tudo fica mais dificil. Em 1957, Jean-
-Pierre Serre, medalha Fields em 1954, conjecturou [7], na
linguagem dos moédulos, que as coisas se mantém para
anéis de polinémios K[ty, 5, . . ., ts] em qualquer ntimero s
de varidveis’ com coeficientes num corpo K. A conjectura
de Serre era a de que, se tivermos elementos aq,4ay,...,4a,
primos entre si num tal anel, existe uma matriz invertivel
no anel com primeira linha [a; a, ... a,]-

A conjectura de Serre veio a ser provada em 1976, in-
dependentemente, por Daniel Quillen, medalha Fields em
1978 [6], e Andrei Suslin [8]. Uma demonstragdo simplifi-
cada, cabendo em poucas paginas, pode ser encontrada na
3.% edigdo do livro Algebra, de Serge Lang [5].

Problemas de completamento a matrizes invertiveis
sobre variados tipos de anéis sdo analisados em [2].
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Agradeco a Thomas J. Laffey a indicagdo da referéncia [5]. [6] Daniel Quillen, "Projective Modules over Polynomial
Rings", Invent. Math. 36 (1976), 167-171.
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