A aprendizagem da matematica

José Carlos Santos

Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

Introducao

Tendo-me sido proposto pelo grupo iNIGMA, formado por
estudantes da licenciatura em Matematica da Faculdade de
Ciéncias da Universidade do Porto, que escrevesse um texto
de opiniao, perguntei a mim proéprio o que é que eu, quan-
do era aluno a comecar a licenciatura, teria perguntado a
um professor que estivesse disponivel a responder a per-
guntas genéricas. O que eu teria perguntado nao sei, mas
o que deveria ter perguntado era “Como é que se aprende
Matematica?” Este texto contém a minha resposta.

Antes de passar a resposta, quero explicar melhor qual
é o tema que pretendo abordar. A Matematica pode ser
aprendida a muitos niveis. Por um lado, ha a aprendizagem
que se vai tendo desde a pré-primaria até a Universidade
e, eventualmente, depois; desta, so6 tenciono abordar a
do Ensino Superior e a da pos-graduacao, nao porque a
restante seja desprovida de interesse (antes pelo contra-
rio!) mas porque, por um lado, este texto sera sobretudo
lido por estudantes universitarios aos quais pretendo dar
sugestoes sobre a sua aprendizagem e, por outro lado,
porque considero que tenho pouca experiéncia quanto aos
problemas da aprendizagem da Matematica nos ensinos
Basico e Secundario. Por outro lado, tanto se pode estar
interessado na Matematica por si mesma (€ o que se espe-
ra de um estudante da licenciatura em Matematica) como
se pode encara-la unicamente como um instrumento Util
para atingir outros fins.

Irei abordar ambos os aspectos.

Aqueles exercicios aborrecidos
e repetitivos...

Aos estudantes de Matematica é proposto um grande ni-
mero de exercicios de rotina, cuja resolucao é muitas ve-
zes longa, envolve um certo nimero de calculos e, acima
de tudo, exige que se memorize um algoritmo, ou seja,
um método de resolucao. Porqué? Ha diversos bons moti-

vos para isso (e também alguns maus...).

A mecanizacao é importante

Ao contrario do que muitas vezes se podera pensar, a re-
peticao de exercicios de rotina é importante para melho-
rar a capacidade de resolucao de problemas. E que, quan-
do a nossa mente deixa de estar ocupada a recordar (ou
a tentar reinventar) a maneira de efectuar todos aqueles
passos, pode dedicar-se a coisas mais importantes. Imagi-
ne-se uma pessoa a quem ¢é dado o problema da calcular
a area de um terreno rectangular com 32 metros de com-
primento e 18 de largura.

Suponha-se também que essa pessoa sabe que basta
fazer a operacao 32x18 mas que nao conhece a tabuada e
que tem que se lembrar como ¢ o algoritmo da multipli-
cacao. Essa pessoa gastara muito mais tempo a efectuar
a operacao do que uma pessoa que tenha presentes esses
conhecimentos, os quais s6 envolvem memodria e repeti-

cao de gestos mentais. Por outro lado, quem ja conhecer



a tabuada e tiver o algoritmo da multiplicacdo na ponta
da lingua, nado so6 faz o calculo muito mais rapidamente
como também nao cansa a mente, a qual estara entao
mais apta para pensar noutras coisas.

Neste sentido, a mecanizacao deve ser encarada como
um investimento: gasta-se tempo agora para se ter mais
tempo livre para a mente mais tarde. E, na minha opiniao,

trata-se de um investimento particularmente lucrativo.

Pratica versus teoria

Uma impressao errada que se pode ter relativamente aos
algoritmos que se devem memorizar é que estes so ser-
vem para resolver problemas, o que os torna de algum
modo inferiores ao estudo de uma teoria eventualmente
mais interessante.

Exagerando um tanto, seria como se os espiritos supe-
riores se ocupassem com a criacao de teorias novas total-
mente desligadas do mundo real, deixando a resolucao de
problemas concretos aos pobres infelizes incapazes de os
acompanhar. Esta visdo da Matematica esta errada: as gran-
des teorias matematicas surgem imensas vezes da tentati-
va de resolver problemas concretos. Assim, por exemplo:

- a teoria de Galois, que é um dos aspectos centrais
da Algebra actual, surgiu do problema de se tentar
encontrar um algoritmo para resolver equacoes poli-
nomiais de quinto grau;

- Gauss criou o método dos minimos quadrados, central
na Analise Numérica, para determinar onde se poderia
localizar um asteroide (Ceres) que so tinha sido avis-
tado um pequeno nimero de vezes;

- 0 conceito de esperanca matematica, central no Cal-
culo de Probabilidades, foi criado por Pascal para re-
solver um problema de dividas num jogo de azar por
parte de uma pessoa das suas relacoes.

Além disso, estes métodos revelaram-se importantes
porque os seus autores e outras pessoas se aperceberam

que poderiam usa-los com sucesso para resolverem um

elevado nimero de problemas. S6 que so se pode aperce-
ber disso quem nao tenha reservas mentais quanto a usar
algoritmos para resolver problemas concretos.

Outro motivo para nao se menosprezarem os algorit-
mos consiste no seguinte principio: o que é bom para a
pratica também o é para a teoria! De facto, muitos algo-
ritmos sao usados nas demonstracées de teoremas. Por
exemplo, um algoritmo usado para determinar se um sis-
tema homogéneo de n equacdes lineares e n incognitas
tem ou nao alguma soluca@o nao nula consiste em calcular
o determinante da matriz dos coeficientes do sistema; o sis-
tema tem entao alguma solucao nao trivial se e so se aquele
determinante for nulo. Pois bem, este mesmo algoritmo é

usado para demonstrar teoremas na teoria de Galois!

Persisténcia

Uma das ideias mais disparatadas que ha sobre génios
cientificos é a de que eles resolvem problemas sem qual-
quer dificuldade e que, além disso, encontram a resposta
correcta a primeira tentativa. Comeco por contrariar isto
com duas citacdes, das quais a primeira é famosa e a se-
gunda, ndo o sendo, merecia sé-lo.

Thomas Edison:

Génio é 1% de inspiracdo e 99% de transpiracdo.

Gian-Carlo Rota:

Hd uma proporc¢éo que permite medir até que ponto se é

um bom matematico, que é o numero de ideias dispara-

tadas que é preciso ter-se até se chegar a uma boa.

Se for de dez para uma, é-se um génio. Para o mate-

mdtico médio, é capaz de ser cem para uma.

Em resumo, em Ciéncia ter ideias nao €&, so por si,
particularmente meritorio.

Qualquer bom livro de Ficcao Cientifica esta cheio de-
las. O que é dificil e exige trabalho e disciplina é, para
além de ter as ideias, explora-las, ver até que ponto sao
férteis, determinar os seus limites, testa-la, compara-las

com outras abordagens.



Outro mito falso (e prejudicial!) é o de que os génios
cientificos descobrem tudo por si proprios, sem precisa-
rem do conhecimento acumulado dos cientistas que os
precederam. E mesmo um lugar comum em filmes ou sé-
ries da televisdao: o contraste entre o professor pedante,
que sabe muito mas nao cria nada, e o cientista brilhante
que, sem precisar daqueles conhecimentos (e, muitas ve-
zes, ridicularizando quem os possui), resolve problemas
dificilimos sem esforco. SO0 que, como disse um colega
meu “um matematico é tanto melhor quantos mais teore-
mas de cor sabe”! Nao, saber muitos teoremas de cor nao
da qualquer garantia de que se é um bom matematico.
Mas que ajuda a sé-lo, ajuda.

Quando dou aulas a alunos de Matematica do 1° ano,
uma atitude com a qual ja me deparei por diversas ve-
zes € a de reagirem as primeiras demonstracoes a que sao
expostos com uma reaccao do tipo “Isto jamais me ocor-
reria!” Eu costumo dizer que aos primeiros matematicos
a tentarem demonstrar o mesmo resultado provavelmente
também nao lhes ocorreu aquela demonstracdo. E que a
Matematica que se aprende naquela fase da aprendizagem
ja tem, geralmente, muitas décadas, até mesmo séculos.
As demonstracoes que sao apresentadas aos alunos nao sao
as primeiras mas sim as melhores. Mas as primeiras abor-
dagens sao geralmente toscas, incompletas e com erros. O
matematico russo A. S. Besicovitch disse mesmo uma vez
que a fama de um matematico é baseada no nimero de
demonstracoes falsas que fez! Ele explicou que o que isto
quer dizer é que trabalhos pioneiros sao imperfeitos.

O matematico norte-americano Paul Halmos conta
na sua autobiografia (ou “automatografia”, como ele lhe
chama) que, numa carta de recomendacao que escreveu,
comecou por dizer que a pessoa em questao resolvia bas-
tantes problemas mas que as solucoes que obtinha eram
geralmente longas e deselegantes, sendo muitas vezes
possivel pegar numa das suas solucoes e, retirando o que
era supérfluo, obter outra solucdo dez vezes mais curta.
Sendo assim, porque é que o destinatario da carta de re-

comendacao o deveria contratar? Porque, como Halmos

escreveu, “ele encontra solucoes feias onde outros estao
elegantemente encravados”! E um bom principio a ter em
mente: quando se esta perante um problema, mais vale
ter-se uma solucao feia do que estar-se elegantemente
encravado.

“Mas o que é que isto tem a ver com aprendizagem?”,
pode-se perguntar. Afinal, é sabido que os professores nao
estao interessados em abordagens “toscas, incompletas
e cheias de erros” nos exames! De facto, mas uma coisa
é aprender Matematica, outra é fazer exames. E nao se
aprende o que é Matematica sem se tentar compreender
as coisas por si proprio, o que por sua vez implica, natu-
ralmente, ir além daquilo que o livro ou o professor dis-
serem. A proposito disto, o matematico francés Laurent
Schwartz contou uma vez, numa palestra a que assisti,
que, quando foi aluno da Escola Normal Superior, em
Paris, achava que era um aluno abaixo da média, porque
um bom numero dos seus colegas lhe dava a impressao de
acompanhar as aulas com muita mais facilidade do que ele.
Ao fim de algum tempo, apercebeu-se de um facto que ia
contra esta ideia: é que ele era o melhor aluno! Sé depois é
que encontrou a explicacao para o paradoxo: enquanto que
os seus colegas que lhe transmitiam a impressao de serem
melhores do que ele deviam essa impressao a memorizarem
rapidamente os conteldos das aulas, ele precisava de um
esforco suplementar para, nao s6 memorizar esses conteu-
dos, como, ainda por cima, compreender como cada facto
novo se encaixava com aqueles que ja tinha ao seu dispor.

E, como se pode ver, esse esforco extra compensou!

Duvidas

Uma ideia parcialmente errada que muitos alunos tém é a
de que é melhor nao fazer perguntas aos professores, pois
podem ser disparatadas e criar ma impressao. De facto, ha
perguntas que podem causar ma impressao, como aquelas
cuja resposta deveria ser imediata para quem esteja ra-

zoavelmente a par da matéria dada ou, pior ainda, aquelas



para as quais a resposta ja foi dada antecipadamente (ndo
ha pachorra para aguentar um aluno a perguntar se as
matrizes nao quadradas também tém determinante apos
se ter dito umas dezenas de vezes que o determinante s6
se define para matrizes quadradas). Mas as perguntas que
revelam curiosidade e vontade de compreensao provocam
quase sempre melhor impressao do que ma. Além disso,
a experiéncia revela que, num elevado nimero de casos,
quando um aluno faz uma pergunta numa aula, nenhum
dos seus colegas sabe a resposta, o que s6 mostra como a
pergunta é interessante.

Um critério pessoal que uso para formar a minha opi-
niao relativamente a alunos consiste em observar as suas
reaccoes quando me colocam um problema de Matemati-
ca cuja solucao desconheco mas que tento resolver na sua
presenca. A maior parte dos alunos pura e simplesmente
desliga! A atitude é do tipo “Bolas, ele ndo sabe!” e enca-
ram o tempo que ficam a espera que eu tente descobrir a
solucao como um desperdicio. Mas os melhores alunos fa-
zem precisamente o contrario: tentam aproveitar a opor-
tunidade para verem como é que eu ajo na minha tentati-
va de chegar a solucao. E ha uma diferenca abissal entre
os alunos que se contentam com terem conhecimentos
matematicos e aqueles que tentam nao somente possuir
esses conhecimentos como também perceber como os al-

cancarem por si proprios.

O lado social da Matematica

Um colega meu comentou certa vez, a respeito de ser-se
matematico, que “neste trabalho, 50% sao relagdes puU-
blicas”. E é verdade (bom, talvez com um pequeno exa-
gero)! Um matematico tem todo o interesse em manter-
-se em contacto com outros matematicos, quer para ter
ideias que possam ajudar a resolver os problemas que lhe
interessam, quer para tomar conhecimento de novos pro-
blemas. O mesmo se aplica a aprendizagem: é desejavel

que se contacte com outras pessoas, quer colegas quer

professores, a fim de trocar ideias ou receber sugestoes.
0 trabalho individual é fundamental, obviamente, mas o
alargamento de horizontes que se obtém através do con-
tacto com outras pessoas também o é. Aimagem do mate-
matico genial a trabalhar num isolamento magnifico numa
torre de marfim tem pouquissima correspondéncia com a
realidade. Mesmo naqueles poucos matematicos que mais
deram a impressao de se adequarem a esse estereotipo,
como Newton ou Gauss, sabe-se que isso se deveu em gran-
de parte a terem dificuldade em encontrarem interlocuto-

res adequados e nao a falta de vontade de trocar ideias.

Estudar Matematica

N&o vou descrever aqui como é que faco cada vez que
estudo Matematica, pois a maneira mais eficiente de o
fazer varia muito de pessoa para pessoa, pelo que cada
um deve tentar descobrir quais sao as condicoes em que
estuda melhor. Por exemplo, ja ha muito tempo que cons-
tatei que ter musica de fundo ndao me distrai quando estou
a tentar resolver um problema mas é bastante incomoda-
tiva quando estou a tentar compreender algo novo. No
entanto, ha algumas ideias que convém ter em mente,

quanto mais ndo seja para ver até que ponto resultam.

Nao separar a teoria da pratica

N&o vou repetir o que escrevi acima quanto a relacao
entre a teoria e a resolucao de problemas, embora esse
assunto esteja relacionado com o topico que vou abordar
agora. A crenca na superioridade da teoria relativamen-
te a resolucao de problemas concretos leva muitas vezes
os alunos a estudarem a teoria sem se preocuparem em
resolver exercicios, o que € um erro crasso. Ao lerem-se
apontamentos das aulas tedricas fica-se muitas vezes com
a ilusao de que se compreende mais do que realmente se

compreende, sobretudo se os apontamentos forem bem



feitos. O contrario também ocorre: textos mal redigidos
podem muitas vezes fazer com que um assunto pareca
mais dificil do que realmente é. Em ambos os casos, 0
melhor a fazer é resolver exercicios, quer para testar se
se compreendeu bem o assunto, quer para ver se se trata
de um tema tao dificil como parece a primeira vista. Caso
nao se disponha de exercicios, entdo o melhor é tentar-se
aplicar o que se aprendeu a problemas concretos e ver-se

se se consegue ou nao resolvé-los.

Nao gastar demasiado tempo
com exercicios de rotina

Quando se esta perante uma lista de exercicios “todos
iguais” e se tem uma grande dificuldade em resolver um
Unico que seja, entdao ha certamente algo que esta er-
rado. Nesta situacdo, o melhor a fazer é reler a teoria
que se esta a estudar ou pedir ao professor para explicar
novamente o método, consoante o caso que se aplique.
Naturalmente, em certos casos nao € claro se um deter-
minado exercicio é ou nao de rotina. Nesses caso, o que

ha a fazer é perguntar ao professor.

Resolver problemas

Um conselho que sigo muitas vezes ao tentar resolver pro-
blemas foi dado ja ha décadas por George Pdlya: se nao se
consegue fazé-lo, ha um caso particular que também nao
se consegue resolver; deve-se entao comecar por ai. Nao,
isto nao serve para todos os problemas, mas aplica-se a
bastantes mais casos do que o que pode parecer a primei-

ra vista. Nao se consegue resolver um problema relativo

a polindmios? Comeca-se por tentar com polindmios de
grau 1 ou 2. Esta-se encravado num problema de matri-
zes? Vé-se o que se consegue fazer com matrizes com duas
linhas e duas colunas. Nao se avanca num problema sobre
funcoes derivaveis? Que tal comecar por ver o que se con-

segue fazer se elas forem polinomiais?

Compreender os conceitos

Para cada conceito, deve-se conhecer pelo menos uma
situacao a qual este se aplica e pelo menos uma a qual
este nao se aplica. Assim, por exemplo, um primeiro (e
importante) passo para se compreender o que é uma
funcao derivavel consiste em conhecer-se pelo menos
um exemplo de uma funcao derivavel e pelo menos um
exemplo de uma funcao nao derivavel. Melhor ainda sera
conhecer-se um exemplo de uma funcao da qual se saiba
que é derivavel e porqué e um exemplo de uma funcao
da qual se saiba que nao é derivavel e porqué. Natural-
mente, é tarefa do professor fornecer tais exemplos, mas
caso isso nao aconteca convém sempre pedi-los. Mas é
bom ter em mente que nem sempre é possivel o professor
satisfazer tais pedidos. Por exemplo, um nimero algébrico
€ um nimero que é solucao de alguma equacao polinomial
com coeficientes inteiros. Posto isto e dado o que escre-
vi anteriormente, um professor que defina o conceito de
numero algébrico deveria dar um exemplo de um nimero
algébrico, explicando porque é que o €, bem como o exem-
plo de um nimero nao algébrico (aquilo que se designa por
nimero transcendente), mais uma vez explicando porque
€ que o é. No entanto, embora seja facil dar exemplos de
numeros nao algébricos (os mais conhecidos sao m e e) nao

é trivial mostrar que um dado nimero nao ¢é algébrico.



