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Decidimos abordar os niimeros
primos ndo na base decimal, mas
sim na base bindria. Questionamo-nos
entdo sobre o que aconteceria se em vez
de se usar os niimeros como bindrios
normais, tentdssemos inverté-los,
trocando todos os digitos 1 por 0 e vice-
versa. Assim nasce ndo sé o conceito de
inverso bindrio, mas também todo um
conjunto de propriedades e de rela¢ées
que merecem ser exploradas.

1. INTRODUGCAO

A pesquisa de nimeros primos é uma tarefa que ocupa
uma parte dos interessados pela matemaética. Estes nime-
ros ndo sdo apenas uma curiosidade matematica atraente
para muitos, mas tém grandes implicagdes em ciéncias
aplicadas. Nos dias de hoje, esta tarefa estd mais concen-
trada num conjunto muito especial de niimeros primos, os
nimeros de Mersenne. Veja-se, por exemplo, o programa
GIMPS — Great Internet Mersenne Prime Search [6], que ob-
tém estes niimeros com a ajuda de uma grande quantida-
de de computadores em rede. O dltimo ndmero primo de
Mersenne a ser encontrado (em dezembro de 2018), até
a data de escrita deste artigo, foi 282589933 _ 1, que conta
com quase 25 milhdes de digitos e é o 51.° primo de Mer-
senne. Repare-se que o niimero 2 é essencial na defini¢do
deste tipo de nimero. Este ntimero em especial tem ca-
racteristicas tnicas que mais nenhum outro tem: por um
lado, é o tinico primo que € par e, por outro, representa a
base bindria, o sistema de numeragdo bésico na compu-
tagdo. Apesar de os nimeros de Mersenne serem os mais
estudados na procura de niimeros primos, o que acontece,
de facto, é que a quantidade de ntimeros primos existente
entre dois nlimeros de Mersenne aumenta quanto maio-
res forem esses niimeros de Mersenne. Este facto pode ser

comprovado pela quantidade de ndmeros primos que sdo
escritos na base bindria sob a forma de n digitos (veja-se
na enciclopédia online de sucessées [7] com a referéncia
A162145).

2. BASES E NUMEROS DE MERSENNE
Lembremos a representa¢do de niimeros na base bindria
tal como em [2].

Definigido 1. Seja n € IN. Qualquer niimero inteiro posi-
tivo menor ou igual a 2" — 1 pode ser escrito de forma
tnica como representacdo na base bindria por

n—1
Z as2°, as € {0,1}.
5=0

Analogamente, podemos escrever qualquer nimero natu-
ral sob a forma decimal.

Definigao 2. Seja n € IN. Qualquer niimero natural menor
ou igual a 10" — 1 pode ser escrito de forma tinica como
representacao de base 10 (decimal) por

n—1
Y ds10°, ds € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} . (2.1)
5=0

Definigio 3. Seja n € IN. Chamamos nimero de Mersenne
ao nimero M, = 2" — 1 e n-ésimo quadrante ao conjunto
Qn={2"2"+1,...,2""1 —1}. Q, é o conjunto dos ni-
meros naturais p tais que M, < p < M, 1.

Repare-se que, para cada ntiimero natural p € IN, exis-
ten € N, tal que p € Q.

Definigio 4. Seja p € IN. Considere-se a sucessao u;, defi-
nida poru; = p/2e

| lug), kéimpar
ek = L k é par.
2 par.

Um ndmero natural peN, do n-ésimo quadrante, escre-
ve-se, na base bindria, sob a forma

n+1

p=Y b2, (2.2)
k=1

onde bk =2 (qu_l — qu) S {0, 1}

Na definigdo dos niimeros de Mersenne estd bem pre-
sente o niimero 2. Neste contexto, em paralelo com a de-
finigdo 3, é possivel caracterizar os niimeros de Mersenne
através de operagdes bindrias, como adiante se mostra na
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proposicdo 2. Estas operagdes sdo aplicadas também a to-
dos os niimeros naturais.

Definigdo 5. O inverso binério S (p) de um ntimero natu-
ral p é obtido pelo algoritmo

i) representar o nimero p na base bindria;

ii) na representagéo i) substituir o digito 0 pelo
digito 1 e o digito 1 pelo digito 0;

iii) representar o niimero obtido em ii) na base decimal.

Observagido 1. Em computagdo, o inverso bindrio corres-
ponde a uma operagdo chamada complemento um, cujo
propésito é representar nimeros com sinal em sistemas
bindrios (veja-se, por exemplo [5, capitulo 4.1]). No entan-
to, neste texto ndo o usaremos neste sentido.

Recorrendo a defini¢do 4 da sucessdo u;,, é possivel
representar o inverso bindrio da seguinte forma.

Proposigdo 1. Sejam n € N ep € Q. Se p tem a represen-
tagdo bindria (2.2), entdo o seu inverso bindrio é a fungdo
S :IN — N definida por

n+1

S(p)=), (1-b)2",

k=1
onde by = 2 (uy_1 — uy) € {0,1}.

Agora caracterizamos os ntimeros de Mersenne atra-
vés da sua representagdo em inverso bindrio.

Proposi¢do 2. Um nimero natural p é de Mersenne se e s6
seS(p)=0.

Demonstragio. Um nimero de Mersenne é da forma

n
M, =2"-1=Y 21
k=1

para algum 7 € N. Tem-se que Li—3 2" 1 = ¥y b2t
se e sO se

bp=1,vk e {1,...,n}
Comoby =14 (1—b) =0, Vk € {1,...,n}, isto é equi-
valentea S (x) = 0. O

A operagdo inverso bindrio S pode ser facilmente ob-
tida se, a partida, se souber em que quadrante o ntimero
se encontra.

Proposi¢io 3. Sefam necIN e Entao

S(p)=2""—p-1

p € Qu.

Demonstragdo. Sejam n € N e p € Q. Pela forma como
peS (p) se escrevem em base bindria, tem-se

n+1 n+1
p+S(p) =Y b2+ ) (12!

k=1 k=1
n+1

=321 (1) + by)
k=1
n+1

— Z 2]{—1
k=1
2Yl+1 1

Os coroldrios que se seguem sdo imediatos. ]

Corolirio 1. Sejan € N. EntdfoM,11 = p+ S (p), Vp € Qu

Coroldrio 2. Seja p um nuimero natural. Entéo p é par se
o seu inverso bindrio é impar e é impar se o seu inverso
bindrio é par.

Corolario 3. Dentro de um mesmo quadrante Q,, S (p) é
uma func¢do decrescente.

Entao

nelN e

Corolério 4. Sejam p,q € Qn.

p—q=>5(q)—S(p)-

Isto significa que, em particular, dentro de um mesmo
quadrante 1, o tltimo algarismo do inverso bindrio de p,
S (p), depende apenas do tltimo algarismo de p.

Exemplo 1. Considere-se o quadrante Qs. Tem-se que 47
(com inverso bindrio 16) e 57 (com inverso bindrio 6) per-
tencem a Qs. Isto é equivalente a afirmar que sempre que
um ndmero natural p € Qs tiver como ultimo algarismo
o ntimero 7, entdo o seu inverso bindrio, S (p), tem como
ultimo algarismo o nimero 6.

Proposig¢do 4. Sejam p1 € Qy e p2 € Qq, com a,b €N e
b > a, tem-se que:

(p1=p2) +(S(p1) = S(p2)) = M(b—a)2u+l.

Demonstragdo.

(1= p2) +(S(p1) = S(p2)) = (1 + 5 (1)) — (P2 + 5 (p2)).
Pela proposicio 3 tem-se que, para p € Qy,
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p+S(p) =2"1 1. Assim

(r1+S(p1) — (p2+S(p2)) = <2b+1 _ 1) _ (2a+1 _ 1)
— b+l _patl _ patl (Zb_“ _ 1)

_ 2”+1M(bfa) — M(bfa)le»l'

Este resultado permite-nos concluir que a soma das dife-
rengas entre dois nimeros naturais e a dos seus inversos
bindrios sdo iguais ao produto de um determinado ntime-
ro de Mersenne por uma poténcia de 2. ]

Coroldrio 5. Seja a € IN. Considerem-se os nu-
Pr€Quy1 e p2cQa
-5 () =271

naturais Entao

(S(p1)

meros

(P1—p2) +

Demonstragdo. O resultado obtém-se com b =a+ 1 na
proposigéo 4. Ol

Coroldrio 6. Sejam a,b € N e considerando, sem perda de
generalidade, queb > a. Entdo

M 2a+1

Y o

k=a+1

Demonstragio. Sejam a,b € N e b > a. Tem-se

i 2k — zb+1 . 2£7+1 — 20+1 (zb—ﬂ o 1)
k=a+1

_ 1 _ 1
=2"IM( o = My, 2L, O

Proposigio 5. Sefam a € N, p1 € Qa1 e p2 € Qu, tais que
p1 = p2+10c, com ¢ € N. Entdo o ultimo algarismo de
S (p1) € o uiltimo algarismo da soma do tltimo algarismo
de S (p2) com o dltimo algarismo de 2.

Demonstragdo. Considerem-se a € IN, p1 € Q41 e
p2 € Qu. Pelo corolério 16,

+(S(p1) -

Considerem-se os nimeros escritos na base decimal

(p1—p2) S(pp)) =2°t"

n—1
20t = Y d,10° + do, ds € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},

s=1

n—1
S(p2) = )_ qs10° +qo, gs € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
s=1

onde dy, e qo representam o algarismo das unidades. Su-
ponha-se que p; = p, + 10c, com ¢ € IN. Entéo

(P1—p2) + (S (p1) = S (p2)) = 2"
& 10c + (S (p1) = S (p2)) =2"""

< S(p1) = S(p) =21 —10c

n—1
5(m (Z ds10° + ), qs10° — 1OC> + (g0 +do) -

s=1 s=1

Desta tdltima igualdade e sabendo que g e dy sdo os tni-
cos parametros que influenciam as unidades, fica provado
o pretendido. |

3. PICOS E SUCESSAO DE LICHTENBERG

Definigao 6. Considere-se o sistema (IN, S). Seja p € N a

sucessao "
p,S(p),....S"(p),...

chamamos S-6rbita de p, onde S'(p)=p e
§"1(p) = S (5" (p)).

Observagio 2. O sistema (N, S) pode ser considerado um
sistema dindmico discreto. No entanto, para o propésito
deste trabalho, ndo se afigura necessdrio associar uma
o-algebra nem uma medida de probabilidade (veja-se, por
exemplo [1]).

Corolario 7. A fun¢do S : N — IN nédo é invertivel.

Demonstragdo. Pela proposigao 2, todos os ntimeros de
Mersenne tém imagem 0 pela fungéo S.

Proposi¢io 6. Sejam p,a,n € N tais que p ndo é um
ntimero de Mersenne e S*"~1 (p) € Q,. Entdo

S (p) + 8% (p) =271 — 1= Mys1.

Demonstragdo. Este resultado obtém-se da proposicgao 3,
substituindo p por $>*~! (p) e n por a. [l

Proposigdo 7. Seja p € N. Entdo existe n € IN tal que
§"(p) =0.

Demonstragdo. Seja p € IN. Se p é um ntimero de Mer-
senne entdo S (p) = 0.

Suponhamos que p € Q;; ndo é um nimero de Mer-
senne, para certo m € IN. Sabemos, pelo coroldrio 3,
que S (p) é decrescente dentro de cada quadrante e que
1<S(p)<2™—-1 Logo p>S(p) Analogamente,
S(p) > S%*(p) e S" (p) > S"*1(p), ¥n € N. Como S" (p)

e

NUMEROS DE MERSENNE E INVERSOS BINARIOS ¢ Guilherme A. Santos e Cristina Serpa 15



AN

16

é inteiro, Vn € I, existe k € N tal que
p>S(p)>S2(p)>...>S(p)=0. 31
]

Defini¢do 7. Chamamos indice de p € Qy, ao valor k da
equagdo (3.1). Chamamos pico P, ao nuimero natural
p € Qu 1 tal que, qualquer que seja g € Q,_1, se tem
k(q) <k(p)

Na prética, chamamos pico ao nimero natural que,
dentro de um mesmo quadrante 7, necessita de ser in-
vertido o maior ntimero de vezes de modo a chegar a 0.
O pico Py, por definigdo, situa-se entre M, 1 e o M,.
A existéncia de apenas um pico por quadrante deve-se ao
facto de apenas existir um tnico ndmero com todos os n
digitos alternados (que é P,,)! em cada quadrante.

Pensemos agora na sucessdo dos picos P, e que
propriedades poderdo ter estes niimeros em especial.
Numa pesquisa nas sequéncias ja conhecidas (veja-se
[7], A000975), encontra-se esta mesma sucessdo chama-
da de sucessdo de Lichtenberg (veja-se [3]), associada ao
jogo chinés Baguenaudier? indicando o nimero minimo
de movimentos necessdrios para resolver um jogo com
n anéis. Verifica-se que esta sucessdo representa tam-
bém todos os nidmeros cuja representa¢do bindria ndo
tem digitos repetidos consecutivos, por outras palavras,
os picos. Uma forma recursiva de obter estes ntimeros
é Py, = 2Py, 1, Poyy1 = 2Py, +1 (veja-se [7], A000975).
A sua forma explicita é dada por (conforme [8], pdgina 16)

e
P, = !
" % (2n+1—1), néimpar.

n é par.

Ou (ver [3])
1
3
onde 19 = n mod 2. A notagdo para P, também pode ser
1, (ver [3]).

E também interessante mencionar que esta solucio
estd relacionada com o c6digo de Gray (ver [8]).2

Py = 5 (Myy1—1+np),

Proposigio 8. Seja n € IN. Entdo
P, |+ Py = M,.

Este resultado € ja conhecido na literatura sobre a su-
cessdo de Lichtenberg (ver [4]).

Das proposicdes 3 e 8, conclui-se que o inverso binério
do pico P, é o pico P,_;. Como consequéncia, pelo coro-
lario 2, tem-se que se P, é par, entdo P,_; é impar e vice-
-versa.

Mais uma propriedade obtida por Lichtenberg (veja-se
[3]), que obtém um pico através de um pico anterior e um
nimero de Mersenne. Esta pode ser obtida como conse-
queéncia da proposigao 8.

Proposi¢do 9. Seja n € IN. Tem-se que
Py=P, 2+ M;1+1
A propriedade seguinte foi também j4 demonstrada
por Lichtenberg (veja-se [3]).
Proposicao 10. Seja n € IN. Entdo

2p1’l—1 + 1/
anfll

n é par.
P = 2P 1m0 = { né inpar

onde ny = n mod 2.

Neste artigo foram trabalhadas relagdes entre ntimeros
de Mersenne e bindrios. Foi introduzida a nogdo de pico.
Como verificdmos, existe um pico entre cada dois ntime-
ros de Mersenne. Vdérias propriedades foram deduzidas e
relacionadas com estes niimeros. Daqui surge-nos a curio-
sidade de identificar picos que sdo primos. Pela descrigao
da sucessao de Lichtenberg ([7], A000975) s6 0 2 e 0 5 sdo
picos primos, isto é, todos os outros picos sdo compostos.
Ou seja, na procura de primos podem descartar-se todos
0s picos que ndo sejam 2 e 5. Existem outras relagdes inte-
ressantes sobre estes ntimeros ([7], A000975), como sejam
jogos: The brain puzzler, Strikketoy, ou Knitwear; constru-
¢Oes matematicas: Hadamard matrix, permutacées, colo-
ragdo de poligonos planares, Hamming distance, estando
ainda muito por explorar. Estas tltimas relacoes referidas
ndo sdo aqui explicadas para ndo alongar o artigo e acon-
selha-se o leitor interessado a pesquisar o que significam.
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1Veja-se o exemplo dado em [8], pdgina | 6.

2 O jogo consiste numa barra fixa com varios anéis entrelagados e numa
outra barra que estd presa a esses anéis. O jogo tem inicio com uma
determinada configuracdo e termina quando se soltar a barra presa aos

y Ly <
anéis da barra fixa. Um movimento faz-se alterando a posicao da barra EVl " ‘I’_A
presa aos anéis.

3O cédigo de Gray é um sistema de cédigo bindrio, inventado por Frank

Gray, que contém a propriedade de apenas se alterar um Unico digito
entre dois ndmeros sucessivos. 15 - 19 u y 2 O 24




