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Em meados de 2019, pareceu ter sido descoberto um novo enunciado do Porto

de Algebra Linear. Mas a histéria acabou por se revelar mais complica-

da do que poderia parecer a primeira vista.

UMA NOVA DESCOBERTA?

Terence Tao é talvez o mais famoso matemadtico vivo.
A sua fama atrai o mais diverso tipo de solicitagdes, o que
o0 obriga a limitar seriamente as propostas de trabalho ou
colaboragdo que recebe regularmente. Alids, ele escreve,
na sua pagina sobre maneiras de ser contactado,' que ndo
aceita pedidos de resolucdo de problemas matemadticos.

No entanto, em agosto de 2019 Tao abriu uma excegéo
a esta regra. Ele recebeu via correio eletrénico uma men-
sagem de trés fisicos (Stephen Parke, Xining Zhang e Pe-
ter Denton) com uma férmula de Algebra Linear que eles
tinham descoberto mas cuja validade ndo conseguiam
demonstrar. Acontece que Tao publicara, juntamente com
Van Vu, um artigo (veja-se [3]) onde surgia uma férmula
semelhante e foi também por esse motivo que os fisicos
em questdo escreveram a Tao. Para surpresa deles, Tao res-
pondeu-lhes ao fim de somente duas horas, confirmando
que a férmula estava, de facto, correta e fornecendo-lhes
trés demonstragdes dela. Rapidamente, os quatro (isto &,
0s trés fisicos e Tao) publicaram no arXiv uma curta pré-
-publicagdo (com somente trés pdginas) sobre este assunto,
no qual era mencionado um outro artigo (veja-se [1]), além
do de Vu e Tao, com uma férmula semelhante.?

Durante algum tempo, as coisas ficaram neste pon-
to. Tudo mudou quando, em novembro de 2019, a Quanta
Magazine, uma publicagdo online de divulgacdo cientifica,
publicou um artigo® sobre este assunto. Como Tao expli-
cou no seu blogue,*este artigo levou a uma vasta busca por
outros textos com a férmula em questdo ou outras relacio-
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nadas. E o resultado foi ter-se chegado a concluséo de que
a férmula j4 tinha sido descoberta diversas vezes no passa-
do. O artigo mais antigo detetado (até ver) com a férmula
data de 1966 ([4]) e, de facto, a férmula é um caso-limite de
um enunciado que data de 1934 ([2]).

A FORMULA

Vejamos entdo qual é a férmula a qual nos referimos. E re-
lativa a matrizes hermitianas, ou seja, matrizes quadradas
com entradas complexas

a1 ayp ... A1y

ap1 axp ... 4
H =

anl n2  --. Aun

para as quais se tem a;; = a;;sempre quei,j € {1,2,...,n}.
Embora as entradas destas matrizes sejam, em geral, ni-
meros complexos ndo necessariamente reais (exceto as
entradas da diagonal principal que, essas sim, tém de ser
reais), pode-se provar que tém sempre 1 valores préprios
reais (se 0s contarmos com as respetivas multiplicidades).

! https://www.math.ucla.edu/~taoltags.html
2 https://arxiv.orglabs/1908.03795v1

3Veja-se Neutrinos Lead to Unexpected Discovery in Basic Math, por Natalie
Wolchover; https://www.quantamagazine.org/neutrinos-lead-to-unexpected-
-discovery-in-basic-math-20191 11 3/

4 Veja-se Eigenvectors from Eigenvalues: a survey of a basic identity in linear
algebra: https://terrytao.wordpress.com/20 | 9/ 1 2/03/eigenvectors-from-eigen-

values-a-survey-of-a-basic-identity-in-linear-algebral
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Vamos representd-los por Aq(H),Ay(H),..., An(H). Seja
vj um vetor préprio de norma 1 correspondente ao valor
préprio A;(H). Entdo v é da forma (vj1,vjp, - . ., Ujn)-

Agora consideremos, para cada je {1,2,...,n},
a matriz H; obtida removendo de H a linha j e a coluna
j. Naturalmente, cada matriz H; é também uma ma-
triz hermitiana com n — 1 linhas e n — 1 colunas. Sejam
M (Hj), A2(Hj), ..., Ay—1(Hj) os seus valores préprios; tal
como se fez com a matriz H, vai-se supor que

M(Hj) < A2 (Hj) <o+ < A1 (H))-
S6 por curiosidade, note-se que se
M(H) < A2(H) < < Au(H)
e se, para cada je{l1,2,...,n}, os valores pro-
prios de H; forem ordenados de modo a ter-se
M(Hj) < A(Hj) < -+
desigualdades de entrelagamento de Cauchy:
M(H) < M(Hj) < Ma(H) < -+ < Ayo1(Hj) < Ag(H).

Com estas notagbes, a férmula em questdo €& se
i,j €{1,2,...,n} entdo

< )\n_l(Hj), entdo tém lugar as

n—1
o T1 (A(H) = A(H)) = [T(A(H) = Ae(H)).

ke {12, n}\{i} k=1
Em particular, se H tiver n valores préprios distintos, entdo

—1
[T(Ai(H) — Ax(H)))
o2 = k=1 @
ij (Ai(H) — A(H))
ke{1,2,..n}\{i}

Esta féormula dd-nos assim (no caso em que os valores pr6-
prios de H sdo distintos) os valores absolutos das coorde-
nadas dos vetores préprios de H, recorrendo somente ao
conhecimento dos valores préprios de H bem como dos das
matrizes H;. Seré possivel obter ndo sé os valores absolutos
das coordenadas mas as préprias coordenadas? Nao, pois
se (vj1,vjp, - ., Vj,) for um vetor proprio unitdrio de H e se
w € C tiver valor absoluto 1, entdo (wvﬂ,wv]-z, .. .,wv]-n)
também é um vetor préprio unitario de H.

E um tanto espantoso que os valores absolutos das co-
ordenadas dos vetores préprios da matriz H possam ser
obtidos somente a partir do conhecimento dos valores pré6-
prios de H, bem como dos das matrizes H;, mas a igualda-
de (1) faz sentido. Por exemplo:

» Se se multiplicar H por um ndmero real ¢ #0, a
nova matriz ainda é hermitiana, mas os valores préprios
de cH sao os de H multiplicados por c. O mesmo aconte-
ce com os valores préprios das matrizes H;. Mas entédo o
membro da direita de (1) ndo sofre qualquer altera¢do, o
que faz sentido, visto que os vetores préprios de cH sdo

vetores préprios de H e vice-versa.

» Se se adicionar a H um muiltiplo cId, da matriz
identidade, entdo os valores proprios de H + cId, sdo os
de H mais ¢, 0 mesmo acontecendo aos valores préprios
das matrizes H - Logo, mais uma vez, o membro da direita
de (1) ndo muda. Mais uma vez, isto faz sentido, pois os
vetores préprios de H + cId, sdo vetores préprios de H e
vice-versa.

PORQUE E QUE TEVE DE SER REDESCOBERTA?
Uma questao interessante aqui é a de saber porque é que
esta férmula teve de ser redescoberta e isto mais do que
uma vez. Hé precedentes histéricos. Por exemplo, Pierre
Wantzel publicou, em 1843, uma demonstracdo da impos-
sibilidade de resolver algebricamente e usando somente
nuimeros reais todas as equagdes de terceiro grau com co-
eficientes reais. Este resultado ficou esquecido e foi rede-
monstrado por volta de 1880 por outros dois matematicos,
Vincenzo Mollame e Otto Hélder, independentemente.

Tao e os seus coautores especularam quanto aos moti-
vos pelos quais esta férmula em particular ficou esqueci-
da. Entre outras hipéteses, conjeturaram que isto se pode
dever ao facto de ninguém ter dado um nome a férmula
(resolveram chamar-lhe identidade dos vetores préprios e dos
valores préprios) e de ter sempre surgido no passado, ndo
como um fim em si, mas como uma ferramenta para obter
outros resultados.

Isto é um exemplo de como o facto de uma descoberta
cientifica ser publicada a salva do desaparecimento, mas
nao do esquecimento. E também é um exemplo de como
um texto de divulgagdo cientifica pode afetar a drea cienti-
fica que estd a tentar divulgar.
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