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regressdo linear é um tema nor-

malmente explorado (nas esco-
las) com recurso a uma calculadora
cientifica grafica ou a um software
da moda (GeoGebra, por exemplo),
ticando os estudantes com a tarefa
aborrecida de introduzir nimeros
em listas e obter como recompen-
sa uma equagdo que utilizam para
tazer previsdes num dado contexto.
O que aqui se trata é de mostrar o
grande valor didatico deste proble-
ma, mobilizando conhecimentos
que os alunos detém para aclarar,
do ponto de vista geométrico, o que
estd em causa em todo este proces-
so que decorre nos “bastidores” da

tecnologia.

1. A GEOMETRIA DO PROBLEMA

O problema que consiste na determinacdo da reta que
melhor se ajusta a uma dada nuvem de n pontos (x;,y;) é
tradicionalmente tratado como o problema de encontrar
os pardmetros a e b da equagdo y = ax + b que minimi-

n
S=Y &,
i=1

em que os d; sdo as diferengas entre os valores observa-

Zzam a soma

dos e os valores tedricos, isto é, d; = y; — ax; — b (veja-se
[3D.

Sejam (x1,y1), (x2,12), .-
vados (nuvem de pontos na figura 1). Para a determinagéo

, (x4, yn) os dados obser-

do parametro a (declive da reta), seria “simpdtico” que a
nuvem tivesse o seu centro de massa na origem do refe-
rencial, isto é, no ponto de coordenadas (0, 0). Isto porque

y=ax+b
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Figura 1. Translacdo da nuvem de pontos.

libertar-nos-famos do parametro b da equagdo da reta,
0 que parece reduzir a dificuldade do problema, pois,
nesta condi¢des, o0 modelo associado a reta de regres-
sdo seria y = ax. Para fazer com que o centro de massa
da nuvem se desloque para a origem, é suficiente efe-
tuarmos uma translacdo de toda a nuvem de pontos
segundo o vetor (—X, —J), ou seja, basta subtrairmos o
centro de gravidade (X,%) a todos os pontos da nuvem.
Obtém-se assim uma nova nuvem de pontos da forma
(x; — X, y; — J) cujo centro de gravidade é (0,0).

Fazendo x; — X = &; e y; — Y = Jj;, a nuvem sobre a
qual o trabalho prossegue serd (%, ), comi=1,2,...,n,
cuja reta de regressdo tem o mesmo declive que a reta de
regressdo da nuvem original, em consequéncia da trans-
lacdo efetuada.

A nova nuvem é constituida por pontos da forma
(%;,7;) e os pontos da forma (%;,a%;), i =1,2,...,n, sdo
os pontos sobre a reta j = a¥, que coincidiriam com os
primeiros caso a correlagdo fosse perfeita. Os n vectores
il; = (%;,a%;) determinados por estes pontos sdo colinea-
res. Mas aqui, uma mudanca de dimensdo vai tornar o
trabalho mais simples: em vez de considerarmos estes n
vetores de dimensao 2, utilizamos os dados organizados
em vetores de dimensao n:

?: (flle/ /fn)/
7: (afll afZ/ /afn)/
e
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Figura 2. Vetores num espago de dimensao n.

Os vetores i e j sdo colineares:

= (a%y,a%y, ... ,a%y,)
=a(Xy,%, ..., %)

-

ai. )

Além do mais, o escalar @ em (1) é precisamente o declive
da reta procurada! Assim, determinar a serd equivalente
a determinar (algo sobre) j, agora num espaco de di-
mensao 1.

Repare-se que il — ] = (i — axi, ... ,jin — a%y,) ndo é
mais do que o vetor dos residuos, isto é, o vetor cujas
componentes sdo as diferencas entre os dados observa-
dos e os dados tedéricos da nova nuvem. Ora, o que se
pretende é que a norma (ou distancia) || — || seja mi-
nima. Isto sé acontecerd se il —]_" for normal a i (como
sugere a figura 2). Para que tal aconteca, j tem de ser a
projecdo de ii sobre i Logo, o produto escalar de i —-7
com i tem de ser nulo, retirando-se desta condigdo o

valor do multiplicador a, declive da reta de regressao:

(5-7) -

(:)(ﬁ—az) =0 (f:af: de(l))
Sid-i—ai-i=0
R (S e

Depois de se calcular a através de (2), a determinacéo do
pardmetro b é um simples exercicio: dado que (%, 7) per-
tence a reta procurada, ele terd de satisfazer a condigao
y = ax +b. Daqui se retira que b = i — ax.

Apesar de querermos focar-nos nos aspetos marcada-
mente geométricos do problema, vale a pena notar aqui
que o resultado (2) pode ainda ser obtido pela combina-
¢do da geometria analitica com a aplicacdo das deriva-

das a problemas de otimizagdo (assuntos tratados no 11.°
ano, antes da regressdo linear): depois da translagdo dos
dados, o objetivo é o de minimizar a soma

como aparece no problema original. Assim,

ds de; " de;

Z“de,da _E “da

Segue-se (como sugerido geometricamente),
(ii — f) .i=00 que leva a (2).

2. EXEMPLO DE APLICAGAO

Vejamos a aplicacdo destes resultados a um exercicio
tipico de um manual escolar.

Existird alguma relagdo entre a temperatura e a quan-
tidade de chuva que cai em Amarante? Para responder
a esta pergunta vamos comparar num grdfico de corre-
lagdo as temperaturas médias (°C) dos vdrios meses do
ano com a pluviosidade média (mm).

Neste exemplo, a tabela da esquerda é dada e a da direita
foi calculada por nés. O centroide da nuvem de pontos é

Tabela 1. Tabela 2.
i

11.3 -5.3417 57.0833

12.0 108 -4.6417 43.0833
13.5 101 -3.1417 36.0833
15.2 54 -1.4417 -10.917

17.6 44 0.9583 -20.9167
20.0 22 3.3583 -42.9167
222 4 5.5583 -60.9167
22.5 6 5.8583 -58.9167
21.3 29 4.6583 -35.9167
18.3 80 1.6583 15.08333
14.2 102 -2.4417 37.08333
11.6 107 -5.0417 42.08333

GAZETA DE MATEMATICA -« 190




(%,7) = (16.6417,64.9167). Os vetores il e i sdo as colu-
nas da tabela da direita, depois de efetuada a translagao
da nuvem original: sdo vetores num espago de dimen-
sao 12.

De acordo com as conclusGes da sec¢do anterior, os
parametros da equacdo da reta de regressdao y =ax +b
podem ser calculados do seguinte modo:

. i
=—
[l
__ —1895.4583
195.2692
~ —9.7069,
b=p—ax
= 64.9167 +9.7069 x 16.6417
= 226.4557 .
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Figura 3. Translacdo da nuvem de pontos e centros de massa.

Assim, y ~ —9.7069x + 226.4557 serd a equacdo da reta
de regressdo e, com ela, podemos fazer estimativas no
contexto do problema.

3. COEFICIENTE DE CORRELAGAO LINEAR

O coeficiente de correlagio é uma medida que pretende
determinar o grau de alinhamento dos dados. Sobre ele
costumam ser colocadas duas questdes:

» Por que razdo varia no intervalo [—1,1]?

» Por que razdo a correlagdo entre as varidveis é tan-
to mais forte quanto mais préximo de —1 ou de 1 se en-
contra o coeficiente? Ndo seria razodvel pensarmos que
quanto mais proximo de zero, mais forte serd a correla-
¢do, uma vez que ele mede o grau de proximidade dos

dados em relagdo a reta?!

Repare-se que o coeficiente de correlagdo, sendo uma
medida do alinhamento dos dados, deve estar relaciona-
do com o “grau de colinearidade” entre os vetoresii e i,
referentes aos dados transladados' . E uma forma natural
de medir este “grau de colinearidade” é estudando o an-
gulo 0 que if e i formam entre si (ver figura 2).? Assim,
0 poderia ser usado com legitimidade como medida do
grau de alinhamento dos dados, ou seja, como coeficien-
te de correlagdo. O diagrama da figura 4 resume a varia-
¢do deste coeficiente de correlagdo.

Forte \{ N /\Forte
180° D*
Total Total

Figura 4. Coeficiente de correlacao 6.

-

Visto que cos 0 = m , 0 pode ser obtido através de
il ||i
0 = arccos (_Lfl_,) (3)
Il 7]

No exemplo da secgdo anterior, o coeficiente de correla-

i i
0 = arccos (4.,)
(] 1]

—1895.4583
143.7391 x 13.9739

=160.68° (forte?).

No entanto, na literatura sobre o assunto, 6 é convenien-

gdof é

= arccos (

temente substituido pelo seu cosseno (porqué?), e assim
se compreende a sua variagdo tal como encontramos nos

manuais:

A correlagio ndo depende da nuvem que se considera, uma vez que a
operacdo de translacdo efetuada a nuvem inicial garante a manutencao
das relacGes entre os dados observados e os tedricos.

2Em tudo o que se segue pode-se substituir a unidade grau por rad.

e
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0°<6<180° = —1< cos9§1@—1§m§ .
u 1

Uma férmula que normalmente acompanha os manuais
para determinar o valor do coeficiente de correlagao, 7, é

Yl xi) (X vi
ln:lxiyi_( 1x)n( 1Y)

(ot - B0 (- Bl

Sendo (4) equivalente a

L i (xi — %) (yi —§) )
VI (5 — 22T (v — )2

r =

(4)

fica estabelecida a igualdade

-
— 7

u-i
(] 1]

r= =cosf.

4. CONCLUSAO

Ao longo dos anos, o tema da regressao linear tem sido
tratado nas nossas escolas, quase exclusivamente, como
uma manipulacdo de férmulas, a qual a tecnologia veio
retirar algum desse desprazer salvando, por um lado,
os alunos dos calculos fastidiosos, mas atirando-os, por
outro, para uma cegueira determinada pela calculadora
grafica. O que aqui se quis mostrar foi que essas abor-
dagens tradicionais ao tema podem, com enormes van-
tagens, ser substituidas por uma abordagem geométrica
sdlida, coerente e palpdvel, em que a tnica novidade
(mas ndo surpresa) reside na generaliza¢do de conceitos

de geometria analitica a espacos de dimensdo superior
a trés. Além disso, abre também espago a compreensao
dos “bastidores” da calculadora gréfica, permitindo que
os alunos olhem para ela como uma biblioteca de algorit-
mos que podem compreender e até criar.
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