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“As desigualdades podem ser mais interessantes do que as
identidades. Eu nio conhego muitas coisas mais belas e
perfeitas do que uma desigualdade matematica absoluta.”

Fernando Codd, matematico brasileiro,
em entrevista para Notices/AMS, fev./2016.

1. ALENDA DE CARTAGO

No épico Eneida do século I A.C. o poeta Virgilio conta-nos
sobre a fundagdo de Cartago. Segundo a lenda, a rainha fe-
nicia Elissa, que depois passa a chamar-se Dido, foge do seu
irméo Pigmaledo, que havia mandado matar o seu marido
por cobiga, embarcando num navio que a leva até ao nor-
te de Africa. L4 chegada, Dido resolve ficar e formar a sua
nova pétria negociando com o rei Jarbas a compra de terras.
De acordo com o que ficou acertado, ela s6 poderia com-
prar a quantidade de terras que conseguisse cercar usando .
a pele de um tnico boi. A esperta Dido cortou e emendou (" S Mar mediterraneo

varias tiras do couro formando um extenso cordame. J4 que

o seu interesse era o de cercar a maior extensao possivel de
terras, Dido ordenou que usassem o cordame cercando a Figura 1. Representacdo aproximadamente

colina de Birsa em forma de semicirculo. Com o tempo, a semicircular do contorno da cidade de Cartago.
cidade expandiu-se, transformando-se em Cartago. As ru-
inas que restaram de Cartago estdo localizadas atualmente

nos arredores da cidade de Tunis, na Tunisia.
Nao sabemos se tal lenda retrata os factos como real-

mente aconteceram, mas é curioso observar que o proble-
ma da busca da forma plana que maximiza a &rea para
certo perimetro é de natureza matematica e provavelmente
tdo antigo quanto a lenda de Cartago. Tal problema recebe
o nome de isoperimétrico.
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2. O PROBLEMA ISOPERIMETRICO

O problema isoperimétrico no plano é considerado um
dos cldssicos mais importantes da matemética, com des-
dobramentos em intimeras dreas de investigagdo. O seu
enunciado diz o seguinte:

Dado um comprimento L > 0, encontrar, de entre todas as
curvas do plano de comprimento L, aquela que engloba a
maior drea.

Esta forma do enunciado, também chamada de primal,
possui versdo equivalente, chamada dual. A solugdo do
problema primal estd completamente determinada pela
do seu dual, e vice-versa. O enunciado dual do problema
isoperimétrico diz o seguinte:

Dada uma drea A > 0, encontrar, de entre todas as curvas
que englobam esta drea, a que tem menor pertmetro.

A solugdo do problema isoperimétrico afirma que a rela-
¢do entre L e A sempre serd expressa pela desigualdade
4mA < L2, sendo que aigualdade ocorrerd quando a cur-
va fechada for um circulo. Desse resultado decorre o facto
de que poligonos convexos de perimetro L sempre terdo
drea menor do que a de um circulo de circunferéncia L.
Também vem daf a conclusdo de que tal circulo serd a cur-
va fechada de maior drea possivel de entre todas as curvas
fechadas de comprimento L.

3. O PROBLEMA ISOPERIMETRICO E A DIVISAO
OTIMA DE UM TRIANGULO EQUILATERO

E bem conhecido o resultado de que a mediana de um tri-
angulo tem a propriedade de o dividir em dois triangulos
com a mesma drea, mas serd que a mediana é o segmento
de reta mais curto a cumprir tal propriedade? Analisa-
remos esse problema num tridngulo equilatero EDF, de
lado 1, com P e Q sendo pontos de lados distintos desse
triangulo, como indica a figura 4. Interessa-nos encontrar
a menor medida PQ = z na comparagédo das situagdes em
que PQ divide a rea do tridngulo ao meio.

Figura 4.

AN

Como PQ divide a drea de EDF ao meio, entdo o triangulo
DPQ e o quadrildtero EPQF possuem dreas iguais v/3/s,
0 que permite concluir que:

xxyxsen60” V3

1
> —?,ouse]axy— o

Aplicando alei dos cossenos em DPQ), teremos:

2% = x* +y* — 2xy x cos60°,

1 1
2,2, .2

= —2 —_ —_—
z5=x"+y X5 X,
2

. . 2 2 ]
o que implicaem z° = x~ +y- — 5
Agora usaremos um truque algébrico dtil. Somando e sub-
traindo 2xy dolado esquerdo da dltimaigualdade, teremos:

1
22=x2—2xy+y2—§+2xy,

22 = (x_y)2+%,ouseja,z: (x—y)z—i-%.
Observe agora que o valor minimo de z ocorrerd quando
x=y, caso em que PQ serd paralelo a EF e z terd compri-
mento igual a v2/2. Mais algumas contas e concluimos
facilmente que, na situacdo 6tima, o triangulo DPQ sera
equildtero, com x = y = z = v2/2.

Como cada mediana de EDF (x =1, y = 1/2) mede
V3/2 , que é um numero maior do que Vv2/2, fica agora
evidente que hd um segmento menor do que a mediana
que atende as condi¢des do problema. Por simetria rota-
cional observa-se a existéncia de dois outros segmentos
congruentes a PQ que também resolvem o problema. Sdo
eles: P'Q’ e P"’Q", como mostra a figura 5.

Outro curioso resultado que também pode ser
demonstrado em relagdo a figura 5 é o de que os trés seg-
mentos tracados decompdem o tridngulo EDF em trés
losangos congruentes, trés trapézios is6sceles congruentes
e um tridngulo equilatero. Tente demonstrar.

Figura 5.
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Resolvido o problema com o uso de segmentos de
reta, é natural que nos interesse saber se tal segmento, de
comprimento v2/2, é a menor linha possivel que divide
a drea do triangulo EDF ao meio. Surpreendentemente
a menor linha ndo é um segmento de reta, mas sim uma
curva, que encontraremos com a ajuda do problema iso-
perimétrico dual.

O problema sera analisado por meio da investigagdo
de trés casos. No caso A, a curva une dois lados distin-
tos do tridngulo; no caso B, a curva comega e termina no
mesmo lado do triangulo; e, no caso C, a curva nao toca
nenhum dos lados do tridangulo, como mostra a figura 6.

Nos casos A e B, juntando-se adequadamente seis
e dois tridngulos idénticos, respetivamente, as linhas
transformam-se em curvas fechadas contidas no interior
de um hexdgono regular e de um losango. De acordo
com a solugado dual do problema isoperimétrico, de entre
todas as curvas com a mesma drea da curva formada,
a de menor perimetro sempre serd uma circunferéncia,
como mostra a figura 7.

Resta-nos calcular e comparar as medidas de 1/6 da
circunferéncia do caso A, 1/, da circunferéncia do caso
B e a circunferéncia inteira do caso C. O menor dos trés
comprimentos indicard a curva mais curta que resolve o
nosso problema. As contas a seguir indicam que o caso
A ¢é o vencedor.

Caso A:
Temos 711> = 6 X

V3., 1.7
8 2V 2

O comprimento de 1/6 da circunferéncia serd

1 1,/27
3 X 27‘[5 ar 0,673.

Caso B:
3 14/3
Temos7rr2:2><%at>r:§4 =
O comprimento de meia circunferéncia serd
1 1,/3
5 X 2715 = ~ 1,166.
Caso C:
V3 1./3
T R N Ty ey
emos 71 3 "=\ 12
O comprimento da circunferéncia serd
]. 4 3
27m— 1\ —5 =~ 1,649.
Ve = e

Na figura 8, temos

po— V2

sendo que o arco de circunferéncia MN é a menor curva

=~ 0,707 >med (MN) ~ 0,673,
que divide a drea do triangulo EDF ao meio.

D D D
E 5 E F E F
caso A caso B caso C
Figura 6.

caso B

Figura 7.

Figura 8.
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4. ADIVISAO OTIMA DO TRIANGULO
RETANGULO ISOSCELES
Analisaremos agora um tridangulo is6sceles ABC, de cate-
tos AC = BC =1 e hipotenusa AB = v/2. Novamente, 0 ob-
jetivo serd encontrar o comprimento do menor segmento
de reta que divide a drea do tridngulo ao meio e, em se-
guida, da menor linha que divide a drea de ABC ao meio.
Na investigacdo do menor segmento de reta, analisa-
remos o caso A, em que os pontos P e Q pertencem a hi-
potenusa e a um cateto do triangulo, e o caso B, em que os
pontos P’ e Q’ pertencem aos catetos do tridngulo, como
indica a figura 9.

A4 A
B
s
o
P ¢
() B 0] ét B
caso A caso B
Figura 9.

Seguindo os mesmos passos da investigagdo feita no
tridangulo equilatero, comegaremos pelo calculo do com-
primento de PQ:

X X y X sen45°

= — ouseja, X Xy =
5 2’ ) ¥

77
22 =x* +y? —2x x Xy X cos45°,
22:x2+y2—1,

22 =% = 2xy+y* — 14 2xy,

2=(x—y)+v2-10usea z=\/(x—y)2+ V21

O valor minimo de z ocorre quando x = i e, nesse caso,

teremos
V8
y=-5ez= \/V2—1=0,644.

No caso do comprimento de P'Q’, observamos da drea

do triangulo CP’'Q’ que
! ! 1
il >2< Y _ i, ou seja, que x'y'+ = 5

Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo CP'Q’,
teremos:

AN

@R =P+ WP,

(z/)? = (') —2x'y' + (v')* + 2x'y/, ou seja,

O menor valor de z’ ocorrerd quando x’ =y’ = v2/2 e,
portanto, quando z"=1.

Concluimos, agora, que o menor segmento de reta que
divide a drea do tridangulo ao meio liga a hipotenusa e um
cateto do tridngulo, e tem comprimento aproximado de
0,644.

Finalizando a discussdo, novamente recorreremos a
ajuda da solucdo do problema isoperimétrico dual para
encontrar a linha de comprimento minimo. Analisaremos
apenas os casos A e B, em que as curvas tocam dois lados
do tridangulo. Os casos em que elas tocam apenas um ou
nenhum dos lados seguem raciocinio anédlogo e resultardo
em comprimentos maiores do que o caso B, que ¢ a solu-
¢do 6tima do problema.

A
c E
Caso A
A
3 B 2
Caso B
Figura 10.
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Caso A:
NL

1
Temos 2 =4 x - < r= Y,
4 7T

O comprimento de 1/4 da circunferéncia serd

i X Zﬂﬁ =~ 0, 886.
Caso B:
Temos 7172 = 8 x + s 7 = Y27,
4 T
O comprimento de 1/s da circunferéncia serd
1 V2

= oY 0,627
8 T

Na figura 11, temos
PQ = v/vV2 -1~ 0,644 >med (J\ZN) ~ 0,627,

sendo que o arco de circunferéncia MN é a menor curva
que divide a area do tridngulo CAB ao meio.

45°

S )
2
C B
Figura I1.

Leitores interessados em explorar as intimeras subti-
lezas, demonstragdes e aplicagdes do problema isoperi-
métrico encontrardo excelente material de consulta nas
referéncias [1] e [2]. E viva o poderoso problema isoperi-
métrico, também na matematica escolar!
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