APANHADOS NA REDE

A CONJETURA DE COLLATZ

A conjetura de Collatz é um dos mais famosos problemas em aberto
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da matemdtica. E os matemdticos tém estado ativos a investiga-la. Va-
mos ver alguns resultados que tém sido obtidos sobre este assunto.

A CONJETURA
Se n for um niimero natural, seja

Fln) = {3n+1

n/2 se n for par;

se n for impar

é claro que f(n) também é um ndmero natural. Conside-
remos o seguinte problema: dado um ntmero natural
n, se formos calculando f(n), f(f(n)) e assim por diante,
o que é que obtemos? Para vermos alguns exemplos, vai
ser usada a seguinte notagdo: sempre que se escrever
a — b, 0 que isto significa é que b = f(a).

Vamos entdo comegar com n = 1. Neste caso, temos

l—4—=2—1

e, naturalmente, agora entra-se em ciclo. Ou seja, vamos
sempre obter os niimeros 4, 2 e 1, por esta ordem. Obte-
mos basicamente a mesma coisa se comeg¢armos com 2
ou com 4.

Se comegarmos com 3, obtemos:

34 10—5—16—=8—4—2—1.

E, se comegarmos com 7, obtemos

7+ 2211+ 34+ 17+ 52+ 26 +— 13
40— 20— 10—5+—16+— 8 — 4+ 2+— 1.

Este padrao parece repetir-se: seja qual for o n inicial que
tomemos, acabamos sempre por ir parar a 1. Sera que é
sempre assim? A afirmagao de que isto, de facto, aconte-

ce sempre é conhecida por conjetura de Collatz, cujo nome
tem origem num matemadtico alemdo, Lothar Collatz
(1910-1990), que pensou em problemas deste tipo na dé-
cada de 1930, embora ndo seja certo se ele foi o primeiro
a pensar neste problema em particular.! O problema sé6 se
tornou conhecido a partir de 1950; veja-se [4] para mais
detalhes. A pagina de Eric Roosendaal sobre a conjetura
de Collatz também merece ser consultada.?

Como a palavra «conjetura» sugere, o problema esta
em aberto. E é considerado muito dificil. Paul Erdos afir-
mou que «a matemaética talvez ndo esteja pronta para estes
problemas» e Jeffrey C. Lagarias, o autor de [4], é da opi-
nido de que «este é um problema extraordinariamente di-
ficil, completamente fora do alcance da matemética atual>».

O QUE E QUE JA SE SABE?

Quando um problema estd em aberto, os mateméticos que
pensam nele tentam as mais diversas abordagens. Podem
pensar, por exemplo, em fazer simulages por computa-
dor, tentar resolver problemas semelhantes, estudar casos
particulares, e assim por diante. Vamos ver alguns resul-
tados que tém sido obtidos relativamente a conjetura de
Collatz.

E claro que este problema se presta a ser estudado
por meio de computadores. E este estudo permitiu cons-
tatar que a conjetura é verdadeira para qualquer niime-
ro natural com menos de 20 algarismos. Naturalmente,
isto tende a levar as pessoas a pensar que a conjetura é
verdadeira, mas hd exemplos de outras conjeturas rela-

S

APANHADOS NA REDE ¢ A Conjectura de Collatz 21



tivamente as quais se conseguiu provar que sdo vélidas
para todos os nlimeros até um valor muito grande mas
para as quais acabou por ser possivel provar que néo se
verificam sempre.

Ao descrever-se a conjetura de Collatz, foi mencio-
nado o ciclo 1 — 4+ 2~ 1. Haverd outros ciclos? Se
houver, a conjetura serd falsa, claro. Pois bem: sabe-se
que, caso haja mais algum ciclo, terd de ter, no minimo,
338 466 909 ntimeros!* Em 1995, o ja mencionado Jeffrey
C. Lagarias provou, juntamente com um colega, David
Applegate, que, se m for um ntimero natural suficiente-
mente grande, entdo o conjunto dos niimeros naturais
ne€{1,2,...,m} para os quais a conjetura de Collatz é
vélida tem mais do que m%8!
anos mais tarde, o mesmo Lagarias provou, juntamente

elementos; veja-se [1]. Oito

com outro colega, llia Krasikov, que o mesmo acontece se

084 em vez de m%8L; veja-se [3]. Estes resultados

permitem concluir que, mesmo que a conjetura nédo seja

se usar m

vélida em geral, é valida para a maior parte dos nimeros
naturais.

Para continuar, convém introduzir uma notagdo apro-
priada. Se n € N, o conjunto

{n, f(n), f(f(n)),...} )

é um conjunto ndo vazio de nimeros naturais e, portan-
to, tem um elemento minimo, o qual vai ser representado
por Colpmin(n). Com esta notagdo, a conjetura de Collatz
afirma que se tem sempre Colmin(1) = 1e é fécil ver que
a conjetura é verdadeira se se conseguir provar que se
tem Colyin(1) < n para cada nimero natural 7 maior
do que 1. Note-se que, como n pertence ao conjunto (1), é
claro que Colyin(n) < n.De facto, se 1 é um ntimero natu-
ral par, f(n) = /2 < ne, portanto, em metade dos casos o
conjunto (1) contém algum elemento menor do que 1, ou
seja, Colmin (1) < n. Acontece que Riho Terras provou em
[5] que para quase todos os nimeros naturais (num senti-
do preciso), Colyn (1) < n. Dezoito anos mais tarde, Ivan
Korec provou algo mais forte:
para quase todos os nimeros

naturais,  Colyin(n) < n%;
veja-se [2].
Recentemente, Terence

Tao* (foto ao lado) publicou
uma demonstragdo de que, se
ffor qualquer fungdo de N em
N tal que limy e f(1n) = oo,
entdo Colmin (1) < f(n) para
quase todos os nimeros na-

Foto: Alyssa Bierce/UCLA
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turais. Aqui, o significado de «quase todos» também tem
um sentido preciso, embora distinto do sentido dado por
Terras.

Todos estes resultados apontam no mesmo sentido: a
conjetura de Collatz é vélida para uma grande proporgdo
do conjunto dos niimeros naturais.

QUE IMPACTO PARA O FUTURO?

Em que é que estes resultados poderdo ajudar a dar ori-
gem a uma eventual demonstragdo da conjetura? Prova-
velmente pouco. A experiéncia histérica mostra que este
tipo de resultados parciais geralmente tem pouco a ver
com a resolucgdo final do problema. Mas é um erro por-
-se énfase nisto. Como o préprio Terence Tao fez notar,*
é contraprodutivo que um matematico aposte unica-
mente em tentar resolver grandes problemas em aberto.
Um dos objetivos da pesquisa em matemética consiste em
ir expandindo os conhecimentos de que ja dispomos e os
resultados atrds mencionados enquadram-se nisto.
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TPodem ser vistas as recordacées de Collatz sobre o inicio do seu envolvi-
mento neste problema em http://www.cecm.sfu.calorganics/papers/lagarias/
paper/goodies/ubersetzung/htmi/ubersetzunghtm!

2http:/ fwww.ericrnl/wondrous/
hetp:/'wwwi.ericr.nl/wondrous/cycles.html

*https:/iterrytao.wordpress.com/20 | 9/09/ | O/almost-all-collatz-orbits-attain-
-almost-bounded-values/

S https://terrytao.wordpress.com/career-advice/dont-prematurely-obsess-on-a
single-big-problem-or big-theory/
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