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1. INTRODUCAO

Um dos pontos altos de todo curso de Estruturas Algébri-
cas é a solugdo dos problemas cldssicos gregos de constru-
¢do com régua e compasso, quais sejam, a demonstracdo
das impossibilidades da quadratura de um circulo, da du-
plicagdo de um cubo e da trisseccdo de um angulo genéri-
co. Usualmente, isto € feito por contradigdo: por um lado,
mostra-se (cf. [6], [7] ou [8], por exemplo) que um ndmero
real & > 0 é construtivel se, e s6 se, 0 grau da extensdo de
corpos Q(«) ‘Q for uma poténcia de 2; por outro, para o
primeiro problema a contradigdo surge da transcendéncia
de 71, enquanto para os outros dois problemas ela decorre
do facto de que os polinémios minimais de ¥/2 e de cos 5
tém grau 3.

Nesta curta nota, aplicamos o arcabougo de ideias
envolvido na demonstragdo dos problemas gregos para
apresentar uma prova simples para o facto de que é im-
possivel, utilizando um compasso e uma régua sem mar-
cas, construir um tridngulo, conhecidos os comprimentos
das suas bissetrizes internas, mesmo que o tridngulo seja
is6sceles.

Creditdvamos o problema acima ao folclore matemd-
tico. Contudo, apds a apresentagdo desta nota a alguns
colegas, fomos informados por Samuel B. Feitosa de que
ele parece ter sido inicialmente proposto por H. Brocard,
em 1875, e respondido (negativamente) por F. Neiss (veja
[10]), em 1937, mas ndo fomos capazes de acessar a sua de-
monstragdo. De toda forma, acreditamos que os argumen-
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tos aqui reunidos, pela sua simplicidade, compdem uma
bela aplicagdo da teoria, a qual vale a pena ser registada.

De maneira mais precisa, demonstramos neste artigo
o seguinte resultado.

Teorema 1.1. De um tridngulo ABC, is6sceles de base BC,
conhecemos segmentos de comprimentos p e g, respetiva-
mente iguais aqueles das bissetrizes internas relativas aos
vértices B e A. Se 4/p for um numero real transcendente,
entdo ndo é possivel construir ABC com um compasso e
uma régua sem marcas.

Recordamos que um ntmero real é dito algébrico se for raiz
de um polinémio ndo constante e de coeficientes inteiros;
do contrério, tal nimero é denominado transcendente.
Naéo é dificil provar (veja o capitulo 1 de [4] ou o exercicio
1.4.12 de [1], por exemplo) que o conjunto dos ntimeros re-
ais algébricos é enumerdvel, isto é, pode ser colocado em
correspondéncia biunivoca com o conjunto dos naturais.
Uma vez que todo o intervalo aberto da reta real é ndo
enumerdvel, percebemos imediatamente que o teorema
acima estabelece genericamente a ndo construtibilidade de
tridngulos isésceles.

Por fim, observamos que, dados arbitrariamente trés
segmentos de reta, sempre existe um tridngulo cujas bis-
setrizes internas tém comprimentos iguais aos compri-
mentos de tais segmentos; ademais, tal tridangulo é tnico
a menos de congruéncia. Esse resultado foi demonstrado
somente em 1994, por P. Mironescu e L. Panaitopol (veja
[9]), por meio de um belissimo argumento envolvendo o
Teorema do Ponto Fixo de Banach para contragées.

2. ALGEBRIZANDO CONSTRUCOES
GEOMETRICAS
Por completude, ao longo desta sec¢do recordamos breve-
mente a formalizagdo algébrica das construgdes com uma
régua ndo graduada e compasso, seguindo essencialmen-
te [6] e [7].

Assumimos que, com uma régua nio graduada e um
compasso, podemos tragar:

(i) areta que passa por dois pontos dados;

(i) o circulo com centro num ponto dado e passando
por outro ponto também dado.

Assumimos também que todas as construgdes sao realiza-
das no plano cartesiano R2. Nesse sentido, dado um sub-
conjunto S de IR? que contenha pelo menos dois pontos,
dizemos que:
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(i) uma reta é imediatamente construtivel a partir de S se
contiver, pelo menos, dois pontos distintos de S;

(ii) um circulo é imediatamente construtivel a partir de
S se 0 seu centro e um dos seus pontos pertencerem a S.

Assim, dizemos que um ponto A é imediatamente construti-
vel a partir de S se A for a interse¢do entre duas retas, entre
uma reta e um circulo ou entre dois circulos imediatamen-
te construtiveis a partir de S. Portanto, se A é imediata-
mente construtivel a partir de S, entdo as suas coordena-
das cartesianas satisfazem um sistema de equagdes com-
posto por equacgdes de retas ou circulos e, assim sendo,
tais coordenadas sdo raizes de equagdes polinomiais de
graus 1 ou 2, tendo por coeficientes expressées algébricas
envolvendo somente coordenadas de pontos de S.

A partir de agora, sejam Sy = {(0,0),(1,0)} e, para
i > 1, seja S; o conjunto dos pontos imediatamente cons-
trutiveis a partir de S;_1. Definimos o conjunto C dos pon-
tos construtiveis de R*> como

c=s.

i>0

Evidentemente, definimos de maneira andloga o conjunto
dos pontos de R? construtiveis a partir de um subconjun-
to S qualquer de R2.

Nao é dificil mostrar que um ponto A(a,b) é constru-
tivel se, e somente se, os pontos (a,0) e (b,0) o forem. Isto
posto, temos a seguinte

Defini¢ao 2.1. Um ndmero real x é construtivel se x for a
abscissa de um ponto construtivel.

A partir das construcdes elementares listadas anterior-
mente, jd na Antiguidade Cldssica os gregos sabiam reali-
zar, por exemplo, as seguintes construgdes:

(i) adicionar e subtrair segmentos;

(ii) dividir um segmento dado em n segmentos con-
gruentes, para n € IN;

(iii) dada uma unidade de medida e segmentos de
comprimentos a e b, construir segmentos de comprimen-
tosabe a/b.

Portanto, o conjunto dos niimeros construtiveis é um
subcorpo de R contendo Q.
um ponto A é
construtivel se existirem pontos Aj; Ay, Az ..,
Ar, com Ay = (ay,by) =(0,0), A= (a2,b)=(0,1)

Az = (a3, b3), ..., Ay = (ar,by) = A e tais que cada um dos

Pelo que fizemos até aqui,
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Aj, para 3 < i <r, pode ser obtido por meio de constru-
¢Oes elementares que envolvam os pontos anteriores a ele
na sequéncia.

Os préximos dois resultados evidenciam a importan-
cia desses conceitos preliminares. A fim de que o leitor os
aprecie melhor, cumpre recordar (cf. os capitulos 5 de [6]
ou [8], por exemplo) alguns factos simples sobre extensdes
de corpos.

Se K é um subcorpo de R e & € R, denotamos por
K[«] (respetivamente K(«)) o menor subanel (respetiva-
mente subcorpo) de R contendo K e a. Assim, K[a] é 0
conjunto de todos os niimeros reais da forma

Ao + a, 12" 4o+ aga + ag, 2.1)

com n€Zy e aa,... a; €K, ao passo que K(a) é o
conjunto formado pelos quocientes 8/, com B,y € Ka]
sendo 7y # 0.

Se a é algébrico sobre K, isto é, se a é raiz de um poliné-
mio ndo nulo de coeficientes em K, é possivel mostrar que
o conjunto dos polinémios em K[X]que anulam « é forma-
do pelos multiplos de um tinico polinémio ménico e irre-
dutivel p,x € K[X], dito o polinémio minimal de a sobre K.
Sendo esse o caso, diz-se que a extensdo de corpos K(«) ‘ K
é finita, e define-se o seu grau, denotado [K(«) : K], como
a dimensdo do KK— espaco vetorial K(a); por fim, prova-se
que [K(a) : K] é igual ao grau do polinémio p, -

Lemma 2.1. Seja K um subcorpo de R que contém as co-
ordenadas de uma colegdo S de pontos construtiveis de
IR?, todos com coordenadas em K. Se A = («,0) é imedia-
tamente construtivel a partir de S, entdo [K(a) : K] < 2.

Demonstragdo (esbogo). Conforme observamos anterior-
mente, o ponto A = («,0) é intersecdo de duas retas, de
uma reta e um circulo ou de dois circulos, determinados
a partir de pontos de S. Também por uma observacéo an-
terior, a é raiz de um polinémio f € K[X], de grau 1 ou
2, entdo, sendo Pajk © polinémio minimal de & sobre K,
temos

[K(w) : K] = dpyxc < Of <2. 0

Tendo em vista o lema anterior, a multiplicatividade de
graus para extensoes finitas de corpos fornece o seguinte
resultado fundamental.

Teorema 2.3. Seja K um subcorpo de R que contém as
coordenadas de uma colecdo S de pontos construtiveis de
IR?, todos com coordenadas em K. Se A = («,0) é cons-



trutivel a partir de S, entdo [K(«) : K] é uma poténcia de 2.

Demonstragio (esbogo). A partir das hipéteses, ndo é di-
ficil mostrar que existem ap = 1, aq, ay, ..., &y = atais que,
paral <i <, ontmero g; é imediatamente construtivel
a partir de K(&;_1)- Entdo, a aludida multiplicatividade
de graus, juntamente com o lema anterior, fornece

[K(a) : K) = fgwai) K(aa)] = 2",

para algum inteiro m tal que 0 < m < n. ]

De posse da discussdo acima, podemos antecipar, em
linhas gerais, os argumentos que levardo a demonstracdo
do Teorema 1.1 analisando brevemente o problema da
trissec¢do de um angulo (para mais detalhes, veja nova-
mente os capitulos 5 de [6] ou [8]): se fosse possivel cons-
truir com um compasso e uma régua sem marcas um an-
gulo de 20° (ou, de outra forma, se fosse possivel trissectar
um angulo de 60°), pode-se mostrar que o namero cos 20°
seria construtivel a partir de Q. Contudo, um pouco de
Trigonometria fornece a igualdade

8c0s%20° — 6c0s20° — 1 =0,

de sorte que o polinémio minimal de cos 20° sobre Q é (o
polinémio irredutivel) %(8X3 —6X —1). Assim,

[Q(cos20°: Q] = 3,

que ndo é uma poténcia de 2, de sorte que chegamos a
uma contradicao.

3. DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 1.1

3.1. A parte geométrica

Consideremos um tridngulo ABC, isésceles de base BC, e
denotamos por AM e BP duas das suas bissetrizes internas
(veja a figura 1).

B M C
b

Figura 1. Um tridngulo isdsceles e duas das suas bissetrizes internas.

Assumimos que os comprimentos p de BP e q de AM
sdo conhecidos, e fazemos AB = AC =1 e BC = b. Uma
vez que AM também é altura e mediana de ABC, temos
cosf = 2%; também, aplicando o Teorema de Pitdgoras ao

- 2 )
triangulo ACM, obtemos I? — & = 42 ou, o que é 0o mesmo,

(21 4+ b) (21 — b) = 44°. (3.1)

Com respeito a bissetriz interna BP, o Teorema da Bis-

setriz Interna (cf. capitulo 4 de [3], por exemplo) forne-
]—

=
para x, temos CP = x = bb—ll Entéo, aplicando a Lei dos

ce 45 = 4 ou, denotando CP = x, =% = L Resolvendo

Cossenos ao tridngulo BPC, vem que
p? =b* + x> —2bxcosf
bl \2 bl b
— 2 _ —). =
=2+ (571) ~2(57) 2
_ PI(b+20)
(b2

Esta dltima relagdo, juntamente com (3.1), dd facilmente

bzl B pz(b—i-l)z

21—b 442

3.2. A parte algébrica
Multiplicando a tltima igualdade acima em X e utilizando
um pouco de dlgebra elementar, obtemos

2p*13 4 3p%b1? — 4¢°0%1 — p*b° = 0O;

dividindo ambos os membros por b, podemos escrever
3 2
27 (5) +3(5) 4 (5) -7 =0

A fim de simplificar a notagdo nos argumentos subse-
quentes, podemos supor p = 1. Realmente, pensando em
p e g como os comprimentos de dois segmentos dados no
papel (e, portanto, transportdveis com o auxilio da régua
e do compasso), podemos impor o comprimento p como
unidade de medida ao longo dos eixos do sistema carte-
siano fixado.

Desse modo, concluimos que 11—7 é uma raiz do poliné-
mio de terceiro grau

f(X) =2X3+3X? —44°X — 1. (3.2)

Agora, estabelecamos a irredutibilidade de fem Q(g)[X],
para todo o ntimero real 4 > 0 transcendente.

Sendo g transcendente, pode-se mostrar que Qlq]
é essencialmente idéntico a um anel de polinémios
Q[Y] formalmente, diz-se que Q[g] e Q[Y] sdo isomor-
fos, o que é denotado escrevendo-se Q[q] ~ Q]Y]. Entao,
Qlg] # Q(g), mas, por outro lado, Q[g] é um dominio de
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fatoragdo tnica. Dessa forma, um teorema cldssico de
Gauss (conhecido como o Lema de Gauss — veja o Teorema
4.3.1 de [8] e a discussdo subsequente, por exemplo) garan-
te que fserd irredutivel em Q(g)[X] se o for em Q[gq][X].
Por sua vez, se tal ndo sucedesse, f teria uma raiz
a € Q(q), e existiriam ¢(X),h(X) € Q[X]\ {0} tais que
n = ‘%Z; Nesse caso, o critério de pesquisa de raizes de f
pertencentes ao corpo de fragdes do dominio de fatoragdo
unica Q[g] (veja, por exemplo, a Secgdo 2.2 de [5] ou o pro-
blema 2.9.1 de [2]), juntamente com (3.2), permite concluir
que g(q) [ 1 e h(q) |2 em Q[g]. Mas, como Q[g] ~ Q[Y],
isso garante que & € Q. Entdo, novamente por (3.2), temos

203 +3a2 -1
q2 =——¢€0Q, (3.3)

4o

um absurdo.

Por fim, argumentando por contradi¢do, suponha que
seja possivel utilizar um compasso e uma régua sem mar-
cas para construir o tridngulo ABC, conhecidos os compri-
mentos p =1 e q, com g > 0 transcendente. Recordando
a discussdo da secc¢do anterior, isto significa que existe
uma sequéncia finita de construcdes elementares que nos
permite obter o comprimento %p = ll—, (uma vez que esta-
mos assumindo p = 1). De outra maneira, f; é construtivel
a partir de Q(p,q) = Q(g), de forma que, pelo Teorema
2.3, 0 grau [Q(q)(1/b) : Q(g)] deve ser uma poténcia de 2.
Contudo, uma vez que f é irredutivel em Q(g)[X], temos

[Q(q)(1/b) : Q(9)] = 9p1/p10() = f =3,

uma contradicdo.

Observagio 3.1. Defina Z[q] como o conjunto das expres-
s6es como em (2.1), comn € N e g; € Z para 0 < i < n.
A demonstragdo do Teorema 1.1 ainda funciona, sem al-
teragdes, se q > 0 for tal que Z[q] é um dominio de fato-
ragdo tinica e [consoante (3.3)] q2 ndo é racional. Uma vez
que ndo nos foi possivel exibir exemplos simples dessa
situacdo com q > 0 algébrico, optdmos por nos restrin-
gir ao caso em que g é transcendente. De todo o modo,
uma andlise mais detalhada do caso em que g é algébrico
levaria-nos rapidamente ao reino da Teoria Algébrica dos
Ntmeros e tornaria a nossa exposi¢do muitissimo menos
elementar.
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