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exemplo acabado de Matemdtica Pura, sem ligagao a qualquer area fora
da matemdtica. Mas descobriu-se recentemente que tém consequén-

cias ligadas a Mecénica Quantica.

OS TEOREMAS DA INCOMPLETUDE DE GODEL
Os teoremas da incompletude de Godel contam-se entre
as descobertas matemdticas mais famosas do século XX.
Publicados em 1931, estes teoremas revelam as limitagées
inerentes a qualquer tentativa de formalizar a matematica
(e, mais especificamente, a Aritmética) a partir de um sis-
tema de axiomas.

Um conceito central para se compreender estes teo-
remas € o de indecidibilidade. Consideremos um ramo da
matemdtica, tal como, por exemplo, a Aritmética. Agora
consideremos uma axiomdtica para esse ramo da matema-
tica. No caso da Aritmética, a axiomédtica mais frequente-
mente empregue sdo os axiomas de Peano.' Finalmente,
consideremos uma proposi¢do P desse ramo, tal como, por
exemplo: o produto de quaisquer dois niimeros naturais
consecutivos é um nua-
mero par. Uma questdo
natural neste contexto
é: é ou ndo possivel de-
duzir dos axiomas em
questdo que a proposi-
¢do P é verdadeira ou,
em alternativa, que é fal-
sa? Se for possivel, dize-
mos que a proposicao €

decidivel; caso contrdrio,
y que € indecidivel.

Hé proposicdes aritméticas que sdo indecidiveis face
aos axiomas de Peano. Por exemplo, o matematico inglés
Reuben Goodstein definiu uma familia de sucessdes de
inteiros ndo negativos e provou que, para cada uma delas,
todos os termos da sucessdo acabam por ser 0 a partir de
certa altura. Mas ndo se pode provar este resultado (nem
a sua negagdo) a partir dos axiomas de Peano.? Gédel pro-
vou que isto ndo pode ser visto como um defeito dos axio-
mas de Peano, no sentido de que, para qualquer axiomética
da Aritmética, haverd sempre proposic¢des indecidiveis... a
menos que a axiomadtica seja inconsistente (ou seja, condu-
za a resultados contrdrios), caso em que qualquer proposi-
¢do (bem como a respetiva negag¢do) poderd ser deduzida
desses axiomas.

INCOMPLETUDE E FiSICA

Naturalmente, este tipo de resultados é um exemplo aca-
bado de Matemdtica Pura. Mas poderdo ter algum inte-
resse fora da matemadtica? Conta-se (veja-se [1, cap.3], por
exemplo) que, uma vez, o fisico norte-americano John Ar-
chibald Wheeler foi ao gabinete de Gédel no Instituto de
Estudos Avangados de Princeton, e perguntou-lhe se ha-
via alguma relagao entre os teoremas da incompletude e o
Principio da Incerteza de Heisenberg. Godel ficou furioso
com a pergunta a pds Wheeler fora do seu gabinete. E uma
histéria engragada... e quase sem qualquer base factual.
O que aconteceu® foi que, num simpdsio, Wheeler fez
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aquela pergunta a Godel e este ndo se mostrou interessa-
do no assunto. Um ano mais tarde, num cocktail, Wheeler
perguntou a Godel porque é que nado estava interessado
no Principio da Incerteza e, pela resposta que obteve, ficou
com a impressédo de que Einstein lhe tinha feito uma lava-
gem ao cérebro, que teve como efeito eliminar de Godel
qualquer interesse em Mecanica Quantica.*

Mas eis que, em 2015, foi provado que um problema
de Fisica, que tem origem na Mecénica Quantica, é indeci-
divel; veja-se [2]. O problema tem a ver com a prépria ori-
gem da Mecénica Quantica: em 1900, Max Planck propos
que, para uma onda eletromagnética com uma frequéncia
dada, nem todas as energias sdo possiveis, como se julgava
até entdo. Em particular, existe umalacuna entre a energia
0 e a menor energia possivel. Essa menor energia possivel
passou a ser designada por um quantum de energia.

Gradualmente, foram surgindo problemas importan-
tes na Fisica e na matemdtica ligados a existéncia ou nédo
de uma lacuna para uma teoria fisica dada. Existe mesmo
um prémio de um milhdo de délares para quem conseguir
resolver um destes problemas: o problema da existéncia e
da lacuna de massa de Yang-Mills.®

Néo é claro a partida que o conceito de decidibilidade
tenha importancia para a Fisica, mas em 1974 Georg Krei-
sel (veja-se [3]), da Universidade de Stanford, fez notar que
provar-se que um problema de Fisica é indecidivel tem
consequéncias prdticas computacionais.®

O que foi provado em 2015 foi que, para uma familia
de tais problemas, ndo hd (nem pode haver) nenhum algo-
ritmo que permita decidir se existe ou ndo uma tal lacuna.
E claro que uma reagdo natural a demonstragdo de que um
problema néo tem solugdo é a de que se trata de um resul-
tado inteiramente negativo. Mas nao é assim. Como disse,
numa entrevista, um dos autores do artigo:’

No entanto, nem tudo sdo mds noticias. Este pro-
blema ndo pode ser resolvido em geral porque, a
este nivel, os modelos exibem um comportamento
extremamente bizarro que basicamente condena ao
fracasso qualquer tentativa de o analizar. Mas este
comportamento bizarro também prevé uma Fisica
nova e muito bizarra que nunca foi vista anterior-
mente. Por exemplo, 0s nossos resultados mostram
que acrescentar uma tnica particula a uma grande
porcdo de matéria pode, por maior que esta seja,
alterar dramaticamente as suas propriedades. Uma
nova Fisica deste tipo é frequentemente explorada
tecnologicamente mais tarde.

CONCLUSAO

Nio se pode afirmar de nenhum enunciado matematico,
por mais isolado que possa parecer de tudo o que seja ex-
terior a matemdtica, que nunca poderd ter aplicagdes cien-
tificas. Os teoremas da incompletude de Godel sdo um
exemplo disso.
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