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Qual é a soma dos inversos dos quadrados perfeitos?

I.INTRODUCAO
Um dos assuntos mais interessantes que sao estudados no
1.° ano do Ensino Superior sdo as séries. A descoberta das
somas com um niimero infinito de parcelas é sempre um
momento de fascinio. Umas somas ddo um resultado — sdo
as séries convergentes —, outras ndo — sdo as séries divergentes.
A defini¢do de série convergente é muito natural: se
queremos que a soma

Uy +uy +uz+---

tenha um resultado, o mais 6bvio é exigir que a sucessdo
das somas parciais

51:1/[1
So=u1+up

Sz =uy +up +uz

tenha limite, que serd por defini¢do a soma da série dada.

O estudo dos limites de sucessdes surge portanto
como um pré-requisito para o estudo da convergéncia de
séries. Historicamente n&o foi assim. As séries sdo um ob-
jecto matemadtico que surgiu antes das sucessdes, pela sua
aparicdo natural em questdes de Andlise, e esta precedén-
cia atravessou todo o século XVIII.

A distingdo entre séries convergentes e séries diver-
gentes leva a um estudo pormenorizado de critérios de
convergeéncia, com aplica¢do a variados tipos de séries. H4
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muitos critérios, alguns com enunciados subtis. Durante
o seu estudo, apercebemo-nos de que investigar se uma
série é ou ndo convergente é uma questdo distinta da de
calcular a sua soma. Na verdade, hd numerosos exemplos
de séries que conseguimos provar que sdo convergentes
sem que saibamos achar a sua soma.

Dir-se-4 que este é um falso problema: se a série
U1 + Uy + us + - - - for convergente, o célculo de alguns
termos da sucessao S, das somas parciais dard uma ideia
do valor da soma, ainda que esse valor seja aproximado.
Isto é verdade, ainda que se ponha o problema da veloci-
dade da convergéncia: dadas duas séries convergentes, pode
ser enorme a diferenga entre o niimero de termos de S,
que temos de considerar nas duas para obter, digamos,
trés casas decimais estdveis.

Por exemplo, no caso da série

1 1 1

1+ﬁ+i+§+"'

basta somar sete parcelas para obter

2,71805. ..

e as primeiras trés casas decimais jd estabilizaram. A soma
da série é

2,7182818284. ..

um numero a que se costuma chamar e.
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Compare-se esta situagdo com a da série

a chamada série harmonica alternada. E simples mostrar que
é convergente. Mas, ao somar 1000 parcelas, s se conse-
gue estabilizar as casas decimais 0,69. A soma da série é

0,6931471806. ..

Sdo muito interessantes os casos em que, para uma sé-
rie dada que se sabe que é convergente, se consegue achar
um valor exacto para a sua soma, relacionando-a com al-
guma fung¢do ou alguma constante conhecida. Por exem-
plo, a soma da série harménica alternada é log(2).

Outro exemplo curioso em que a convergéncia é muito
lenta surge nos baixos-relevos da entrada do Departamen-
to de Matemdtica da Universidade de Coimbra:

2. AS SERIES DE DIRICHLET
Neste artigo vamos olhar para as séries da forma

]+l+l+i+...,
2% 3 4
as vezes chamadas séries de Dirichlet. Aqui « designa um
numero real. Se &« = 1 obtemos a série harménica, que facil-
mente se vé que é divergente. O mesmo acontece se & < 1.
Mas para a > 1pode ver-se de vdrias maneiras que a série
converge. Qual serd a sua soma?

O interesse despertado por este tipo de séries levou
Riemann, no século XIX, a definir uma fung¢do, denotada
por {, precisamente por essa soma:

g(a)=1+2la+3l“+4la+~~
(Esta funcado define-se mesmo para valores complexos de
«, 0 que conduz a questdes muito interessantes, mas ndo
vamos entrar nisso aqui.)

Nas décadas de 30 e 40 do século XVIII, Leonhard Eu-
ler (1707-1783) dedicou vérios trabalhos ao cdlculo de {(«)
para valores inteiros pares de a. No caso de &« = 2 o inte-
resse pelo assunto era grande e jd vinha do século anterior.
A série dos inversos dos quadrados

1

1
32_|_E_|_...

1+ 212 +
€ um objecto natural de estudo. A sua convergéncia é len-
ta. Antes de Euler, Daniel Bernoulli deu 8/5 como valor
aproximado para a soma e Goldbach afirmou que a soma
estd entre 1,64 e 1,66.

Euler comecgou por calcular valores aproximados para
a soma, usando um método engenhoso em 1731 para che-
gar a aproximagao 1,644934. Em 1732, com um novo mé-
todo (a hoje chamada férmula de Euler-Maclaurin), chegou
a 1,64493406684822643647.

3. A SOMA EXACTA DA SERIE
Em 1734, Euler escreveu a Daniel Bernoulli comunicando-
-lhe que tinha descoberto o valor exacto da soma da série:
1+l+l+l+...:n_2_
2232 42 6

Apb6s ter apresentado o resultado numa comunicagéo, veio
a publicd-lo em 1740 [5] e voltou ao assunto por vdrias ve-
zes mais tarde (ver, por exemplo, [2]). Esta foi a primeira
descoberta de Euler que lhe trouxe reputagéo internacional.

O que vamos fazer é expor o argumento de Euler tal
como aparece no livro Introductio in analysin infinitorum
[6], de 1748, do qual se pode dizer que marca o inicio da
andlise matemadtica como estudo de fungdes, em vez de
curvas.
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No Capitulo 9, Euler comega por tratar a questdo da
factorizacdo de polinémios, relacionando-a de forma 6b-
via com as raizes desses polinémios: um niimero r/4 é raiz
de um polinémio f(z) se e s6 se p — gz for factor de f(z).
Depois de algumas consideragdes gerais, que incluem o
caso de raizes imagindrias, Euler exibe factorizagdes expli-
citas de alguns polinémios especiais.

Depois, sem qualquer transigdo, afirma: "Esta resolu-
¢do em factores pode também aplicar-se as séries infini-
tas." Comeca pela série da exponencial e faz vérios calcu-
los em que figura "um ndmero infinito 7". Exemplo de uma
das suas férmulas:

2 3 4

+Z—+—+—+~~~—(1+E)i
20 31 4 B i/

z
1+ 1
Factoriza a fung¢do ¢* — 1 e a seguir faz o mesmo para
as fungdes seno e co-seno e seno e co-seno hiperbdlicos,
usando a sua relagdo com a fungdo exponencial. Por exem-
plo, como os zeros da fungdo seno sdo 0, £, £27, £37,
+47,..., tomando p =1 e g = £1/(kx) para os sticessivos
valores naturais de k, deverd ter-se

senz:z(l—%) (1+%) (1—%)x

() -2 0 5)

onde no segundo membro temos um produto infinito.
Daqui tira-se

22 Z2 22 22
senz-z(l—;) (1—R) (1_ﬁ) (1—W)~~

No capitulo 10, Euler aplica as factoriza¢ées encontradas
ao cdlculo das somas de algumas séries. Comeca por ob-
servar que se se tiver uma igualdade do tipo

1+ AE+BE+CE+ Dt + - =
= (1+a8)(1+BE)(1+7E)(1+68) -
deverd ter-se
A=a+B+y+do+---.
Isto é 6bvio no caso de somas e produtos finitos, mas
Euler afirma que se mantém verdadeiro no caso de somas

e produtos infinitos.
Igualando agora a série do seno

2 P
Sele—Z—§+§—ﬁ+"'

ao produto infinito visto, chegamos a

()08 5) (i)

Usando a observagdo acima sobre coeficientes de
séries chegamos imediatamente a
2 1 1 1

2 14—y
6 +22+32+42

4. OBSERVAGOES ADICIONAIS

O problema com a engenhosa demonstracdo de Euler é
que os processos infinitdrios em meados do século XVIII
ndo estavam ainda bem definidos e fundamentados. Euler
usa manipulacdes formais — e mesmo ndmeros infinitos
e infinitamente pequenos — como se estivesse a trabalhar
com somas, produtos e ntimeros finitos. Como em geral
acontece com matemadticos do mais alto nivel, vale a pena
estudar os raciocinios de Euler, mesmo que ndo resistam
a exigéncia dos dias de hoje, porque em geral podem ser
transformados em demonstra¢ées completamente rigo-
rosas. O leitor interessado nas obras de Euler tem a sua
disposigdo o excelente arquivo [7].

A fundamentagdo dos processos infinitdrios s6 veio
mais tarde. A este propdsito, é interessante recordar que
a primeira defini¢do rigorosa de convergéncia de uma sé-
rie foi apresentada por um portugués, José Anastdcio da
Cunha, em [3]. Isto foi observado pela primeira vez em
1940 por Vicente Gongalves [8]. Duas referéncias mais
recentes sdo [10] e [11].

Com o mesmo tipo de técnica Euler obtém as somas
das séries dos inversos das poténcias de expoente par,
escrevendo explicitamente as primeiras:

1 1 1 s
g(4)_1+2—4+3—4+4—4+-~_%.
1 1 1 n®
(O =1t tsteE ~ o
1 1 1 8
=14 — 4 — =
¢(8) Tttt 9450
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1 1 1 10
10) =14 =t o= ——
¢(10) Tow Tt T 93555

E a seguir reescreve os coeficientes das poténcias de 7t
de uma forma que, em notacdo moderna, permite escrever
as somas assim:

(-1 1221y o

2 =
onde 0s By sd0 os niimeros de Bernoulli:
1 1 1
Bz—g/ B4__%r Bé_ﬁr
1 5
B = —— B _ = cee
8 307 P07 ggr

Hoje sdo conhecidas outras demonstragdes desta
igualdade. Uma muito recente, redigida por um estudante
portugués, pode ser vista em [12]. E totalmente elementar
e proxima do estilo matemdtico de Euler.

O passo decisivo no raciocinio de Euler é a expressdo
do seno como um produto infinito. S6 no século XIX foi
integralmente justificada. Uma prova elementar pode ser
vista em [4].

E quanto aos expoentes impares? Embora Euler tenha
feito algumas observagdes sobre o caso, nunca conseguiu
obter uma expressdo para a soma dessas séries. Nem ele
nem ninguém. De facto, extraordinariamente, s6 ha cerca
de 40 anos se conseguiu provar que {(3), com valor aproxi-
mado 1,202056903..., ¢ um ntimero irracional (ver [1], [9]).
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