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1. Introducao

O objectivo deste trabalho é abordar o problema da
representacao de nimeros naturais por meio de somas de
dois ou mais nimeros naturais consecutivos. Estuda-se a
possibilidade e a unicidade de uma tal representacao e
descrevem-se algoritmos para a obter; veremos ainda uma
caracterizacao menos conhecida dos nimeros primos
impares. Utilizam-se apenas ferramentas matematicas
muito simples, como algumas propriedades das progressoes
aritméticas e propriedades elementares de divisibilidade

em IN'.

2. O problema da representacao

E 6bvio que ha nimeros naturais que nao podem ser escritos
como soma de naturais consecutivos, como 2 e 4. Por outro

lado, é claro que qualquer niUmero impar maior que 1 pode

_ . 0,0 00,0 O
ser escrito nesta forma: sen é mpar, 7= CEH"' WEE*' 1|j
| |

sendo C(n) a caracteristica de n. Esta representacao como

soma de duas parcelas € Unica (um exercicio simples, que

" assim, o conteldo deste trabalho é acessivel, pelo menos em parte, a
alunos do 11° ano (Matematica A) e pode ser aproveitado no estudo do
Tema Ill (Sucessdes Reais) dessa disciplina. Temos mais dlvidas quanto a
sua utilidade para alunos de Matematica B; em todo o caso, a sua
apresentacao tera de ser adiada para o Tema Il do 12° ano.

2 para evitar trivialidades, s6 consideraremos somas com duas ou mais
parcelas; a generalidade dos alunos considera absurdas somas com uma
s6 parcela.

se pode propor aos alunos) e, evidentemente, é impossivel
para nimeros paresz.

No que se segue, vao ser utilizados os chamados nimeros
triangulares 1, 3, 6, 10, 15, 21,... que sao definidos por

= mn+1)

T,=1+2+ ... + . E 6bvio que todos estes

nimeros, a excepcao de 1, admitem uma representacao
do tipo que estamos a considerar. Por exemplo,
T;=15=1+2+3+4+5=7+8; estas igualdades mostram que

a representacao ndo é, em geral, Unica.

0 resultado principal é o seguinte:
Teorema 1
Um ndmero natural pode ser escrito como uma soma de
nUmeros naturais consecutivos se e so se nao for uma

poténcia de 2.

Demonstracéo

Seja N um numero natural que nao é poténcia de 2; entao,
ele pode ser escrito na forma /V=2"(2m+1), sendo 2€ a
maior poténcia de 2 que divide N e 2m+1 o maior factor
impar de N. Tem-se obviamente que m21e £20.

Consideremos agora a soma

(Zk—m

+(2k —m+1)+...+(2/“ - m+2m— 1)+(2* —m+2m)(1)-

Trata-se da soma de termos consecutivos de uma

progressao aritmética de razao 1, pelo que o seu valor é



@m+0Pk—m+2k—m+2%
2

:2’f(2m+1)=/v.

Se alguns dos nimeros inteiros que aparecem na soma
(1) forem negativos, eles anulam-se com os primeiros
nlmeros naturais que aparecem na expressao, sobrando
sempre pelo menos as duas ultimas parcelas. Com efeito,
se ficasse ultima,

apenas a resultaria que

2¥ +m=N=2"2m+1) donde k=-1, o que é absurdo.
Podemos assim escrever o nimero N na forma de uma soma

de nimeros naturais consecutivos.

Reciprocamente, se uma poténcia 2k pudesse ser escrita

como soma de m nimeros naturais consecutivos, ter-se-ia
24 :/1+(17+1)+...+(17+m—2)+(17+m—1), para um certo
natural n. Viria entao

24+ =2(;¢+(;¢+1)+,_,+(;7+m—2)+(n+ m= 1)) =

:m(li+ n+ m— 1)2/;{2;7+m—1)

Ora a diferenca dos dois factores 27+m—1e m é o
numero impar 2~-1, pelo que um deles deve ser impar;
como sao ambos diferentes de 1 (#~>1 e »>0, por

hipotese, o que mostra logo que 27+ m-1#1), segue-se

que 24*1 tem um factor impar maior que 1, o que é absurdo.

E de observar que este teorema proporciona um método

para obter uma representacao do tipo em analise. Por

exemplo, se /V=1OO:22(ZX12+1) vem, usando as

notacdes anteriores, k =2 e m =12, donde:
100:(22—12)+(22 —11)+...+(—1)+0+1+
+...+(22+4)+(22+5)+...+(22+12):

:—8+(—7)+...+(—1)+0+7I+...+8+9+

+10+11+12+13+14+15+16 =
=9+10+11+12+13+14+15+16.

0 método é, frequentemente, muito moroso

(experimente-se N = 1000...) mas torna-se bastante mais

pratico se repararmos que estamos a somar ndmeros
inteiros consecutivos desde 2¥-m até 2¥+m; se o primeiro
for positivo, o resultado é imediato, a soma vai de 25—m

até 2¥+m; se for negativo, a soma que nos interessa

comecara em ‘2‘ —m{+1 e terminara em 2%+m.

No exemplo anterior, 24— m=2? -12=-8, pelo que

devemos comecar em ‘2" - m{ +1= |—8| +1=9 e terminar em

24+ m=2%+12=16. Vem assim que
100=9+10+11+12+13+14+15+16, como anteriormente.

Exercicio 1

Escreva 76 como soma de naturais consecutivos.

Exercicio 2
Justifique que qualquer nimero natural que nao seja uma
poténcia de 2 é triangular ou € dado pela diferenca de dois

numeros triangulares; exemplifique com 76.

Observacao 1

O teorema 1 pode ser provado recorrendo aos nimeros
triangulares. Para isso, basta estudar a equacao diofantina
T,-T,=#, sendo N o nimero a representar. A
demonstracao é, no entanto, mais extensa e dificil que a

apresentada.

Exercicio 3

Escreva um programa de computador que, dado um natu-
ral N, apresente uma representacao como soma de naturais
consecutivos (ou que indique que tal representacao é

impossivel).

Apresentamos em seguida um processo diferente para
resolver o problema desta representacao, recorrendo a um

exemplo detalhado.

Exemplo 1

Escrever 105 como soma de naturais consecutivos.



Pretendemos determinar os naturais m e k& de modo
que 105=m+(m+ 1) +...+(m+4).

Pela formula que permite calcular a soma de termos
consecutivos numa progressao aritmética, vem

m+(m+ k)

’ ((m+/f)—m+1) =105
ou ainda

(24 #)(#+1) =210 @)

Parece entao razoavel considerar os 16 divisores
distintos de 210 (como 210=2'x3"x5'x7', 210 tem
(1 + 1) X (1 + 1) X (1 + 1) X (1 + 1) =16 divisores; ver tabela no fim
do exemplo), agrupados em pares cujo produto seja 210 e
igualar cada um dos factores do primeiro membro de (2)
aos dois elementos de cada par. Porém, um pouco de
reflexao mostra que se esta a fazer muito trabalho
desnecessario: como (2m+ /f)—(/c+1) =2m~-1 é impar, um
dos factores 2x+ 4 e /+1 € impar e o outro é par. Além
disso, € obvio que 2+ 4> £#+1. Assim, temos apenas de

considerar os casos

Oe+1=1  k+1=3  Ok+1=5  OEk+1=7
%m+/r=210, %m+k=70 ’%m+/f=42 7%m+k=30

Qs+ 4A=105 [2m+4=35

2 2 Wm+A=21 @m+A=15
OA+1=2 " [#+1=6

%z(+1=10 ’Eﬁ+1=14

que nos dao as solucoes

g/fzo H/fzz .%%:4 .%:6
=105 =34 =19 ~[m=12
=52 " =15 " [m=6 =1

Desprezando a primeira solucao, obtém-se finalmente

105=34+35+36
=19+20+21+22+23
=12+13+14+15+16+17 +18
=52+53
=15+16+17+18+19+20
=6+7+8+9+10+11+12+13+14+15
=14+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14.

A (ltima solucao exprime precisamente o facto de 105
ser um ndmero triangular: 105=7,4.

E de observar ainda que o nimero de solucdes poderia
ser previsto: na verdade, ao aplicarmos o método, as
expressoes £+1 e 2m+ £ “percorrem” sucessivamente os
8 divisores impares de 210; como devemos excluir a solucao

trivial 105 = 105, segue-se que ha 8—1=7 solucoes distintas.

Divisores de 210
1 210
105
70
42

35
30
21

15

N o o w N

-
A O

Tabela 1

Exercicio 4

Escreva como soma de nimeros naturais consecutivos os
numeros 23, 25, 200, 400 e 1000, pelo processo do exemplo
1, comecando por estimar em cada caso o numero de

solucdes.

Exercicio 5
Tente demonstrar o teorema 1 pelo processo sugerido no

exemplo 1.

Exercicio 6

Apresente um método para resolver (em nimeros naturais,

é claro) a equacéo de Pell degenerada 2=t )/2 =a,onde

n € o sao numeros naturais dados; exemplifique com

K?—4y% =36

Exercicio 7
Procure obter uma féormula para estimar o numero de
parcelas da representacao com maior nimero de parcelas

de um numero » dado.



3. Uma caracterizacao dos nimeros primos
impares

Ao resolver o exercicio 4, o leitor tera talvez notado que o
nUmero primo impar 23 tem apenas uma representacao, a
saber 23=11+12; como observamos anteriormente, todo o
nUmero impar maior que 1 admite uma representacao deste
tipo. Sucede que o problema das representacées como soma
de nimeros naturais consecutivos leva a uma caracterizacéo

dos nimeros primos impares. Tem-se, com efeito:

Teorema 2
Um nUmero impar maior que 1 é primo se e sO se nao
puder ser escrito como soma de trés ou mais nimeros

naturais consecutivos.

Demonstracéo

Comecemos por supor que n é primo, com vista a provar
que nao pode ser escrito como soma de trés ou mais
nimeros naturais consecutivos. Vamos provar o contra-
-reciproco: se n puder ser escrito como soma de trés ou

mais niUmeros naturais consecutivos, entdo » nao € primo.

Seja n= m+(m+1)+... +(m+ ’- 1), sendo m e ¢ nUmeros

=1
naturais, com 7=2. Segue-se que »=7x m+¥. Dois

casos se podem dar:
(i) ¢éimpar.

(ii) ¢ é par.

No primeiro caso, é obvio que -1 € par e portanto

-1, - o 10
~_ énatural. Vem entao que =+ — ue mostra
2 d 7 B9

.. . -1 . ,
que n nao é primo, pois tanto ¢t como m+T sao numeros

naturais maiores do que 1.

No segundo caso, escreva-se t=2k, sendo k£ um nimero

natural maior que 1. Vem entdo que
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n= 2/fm+w = k(2m+2/f— 1)

e, tal como anteriormente, » nao é primo.

Para provar a implicacao no outro sentido (“Se n nao se
pode escrever como soma de trés ou mais nimeros naturais
consecutivos, entdo »n € primo”), vamos de novo recorrer
ao contra-reciproco, mostrando que se n for composto
impar, entao pode ser escrito como soma de trés ou mais

numeros naturais consecutivos.

Seja pois » um nimero composto impar; entao pode
escrever-se n=gXp, com ¢ p=3, p e g nUmeros naturais

impares. Vejamos que n é soma de p nimeros naturais

consecutivos, o primeiro dos quais é q—qu. Com efeito:

1. p—1 é par, logo q—qu ¢ inteiro.

2. q—pz_1 > 1, poiscomo ¢= p, vem 24> p donde se segue

que 29=p+1 e que 29— p+1=2 p+2>2; portanto

q—p2_121
0 _p—1D 0 _p—1D t 0 _p—‘]D B D_
W Y 8
D_p—1D D]_p—1D _D
F- 2 B 287
= 2 Xp:q)(p:n’

0 que conclui a prova.
4. Observacoes finais

Para terminar, e a titulo de curiosidade, vamos enunciar
dois teoremas sobre representacao de numeros naturais

por meio de somas de nimeros impares consecutivos.

Teorema 3
Qualquer nimero impar composto pode ser representado
como soma de nUmeros impares consecutivos; tal

representacao é impossivel para nimeros primos.

Teorema 4
Um ndmero par pode ser escrito como soma de nimeros

impares consecutivos se e so for divisivel por 4.

As demonstracoes sao semelhantes as do Teorema 1 e

podem ser vistas em [SCY].
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