Ahistc’)ria e o desenvolvimento dos
conceitos de nimeros algébricos e
de ndmeros transcendentes é bastante
rica, cheia de factos surpreendentes e
de uma beleza extraordindria. Neste
trabalho apresentamos, no nosso ver,
0s principais factos relacionados com
o tema, localizando historicamente as
vdrias personagens que participaram
nessa jornada, e concluiremos
apresentando uma familia de valores
de senos (e cossenos) que sdao nameros
algébricos. Por fim, serd exibido um
polinémio ndo nulo, de coeficientes
inteiros, que admite o senl’ como raiz.
Convidamos o leitor a fazer connosco
esta rapida mas agradavel viagem por

estas belas ideias matemaéticas!
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1. INTRODUCAO
Os ntimeros reais sdo classificados sob diversos as-
petos, entre os mais conhecidos estd a classificagdo de
um ndmero real como sendo racional ou irracional. Um
numero real « é dito racional, quando existem inteiros
p e g, com q # 0 tais que a = p/q. Como de costume, re-
presentaremos o conjunto dos ndmeros racionais por Q.
Os ntimerosy/2, ¢ e 7T sdo exemplos bem conhecidos de
nimeros irracionais. A primeira demonstragdo de que
/2 é irracional geralmente é atribuida a Hippasus de
Metapontum (550 a.C.), que pertencia a escola pitagori-
ca. Mais tarde, essa demonstra¢do foi imortalizada nos
Elementos de Euclides. Em 1737, o matemadtico suico Le-
onard Euler foi o primeiro a provar que o ndmero e é
irracional (apesar de que a prova mais conhecida hoje é
devida ao matemadtico francés Joseph Fourier, vide [3]).
No caso do 7, a primeira prova da sua irracionalidade
foi dada por Lambert. Em 1761, ele provou que se x € Q
entdo tg(x) é irracional. Assim, como tg(7r) = 0, segue
desse resultado que 7t é irracional. A prova mais popular
da irracionalidade de 7t (que aparece na maioria dos li-
vros) é devida ao professor Ivan Niven em [10].
Alternativamente, podemos definir um ndmero real
a como sendo racional quando for raiz de um poliné-
mio do primeiro grau cujos coeficientes sdo inteiros. De
facto, dado um racional « = p/4, com p e q inteiros, com
q # 0,segueque aéraizdopolinémio f(x) = gx — p, cujos
coeficientes sdo inteiros, visto que

f(oc):q.vc—;?=q~§—ﬁ=p—v=0-

Reciprocamente, se « é raiz de um polinémio ndo nulo
de grau 1 com coeficientes inteiros, f(x) =gqx+ P entdo
a é racional. De facto, f(a) = 0implica

qac—i—p:O(:)uc:—%eQ.

Em particular, v/2 ndo é raiz de nenhum polinémio nessas
condigdes, jd que tal contradiria a sua irracionalidade.
Entretanto, o ntimero v/2 é raiz de um polinémio de
grau 2 (com coeficientes inteiros), a saber: p(x) = x? — 2.
Nesse contexto podemos classificar os nimeros reais (na
verdade, os nimeros complexos) como sendo algébri-
cos ou transcendentes, sendo algébricos aqueles que sdo
raizes de um polinémio ndo nulo com coeficientes in-
teiros e transcendentes aqueles que ndo o sdo. Dizemos
ainda que um ndmero real (ou complexo) a é algébrico
de grau n, quando ele for raiz de um polinémio com co-
eficientes inteiros e de grau n, e se ndo existir um outro
polinémio ndo nulo com coeficientes inteiros, de grau

menor do que 1, do qual « seja raiz.

No contexto dessas ideias, note que os ntmeros ir-
racionais ndo sdo numeros algébricos de grau 1. Por
exemplo, v/2 é algébrico de grau 2. Como um ntimero
transcendente ndo é raiz de nenhum polinémio ndo nulo
com coeficientes inteiros, podemos encarar os ntimeros
transcendentes como um conceito mais amplo do que os
irracionais da seguinte forma: os irracionais sdo os nu-
meros reais que ndo sdo algébricos de grau 1, ja os tran-
cendentes sdo aqueles nlimeros reais (ou complexos) que
ndo sdo algébricos de nenhum grau.

Em 1874, o matemdtico alem&o Georg Cantor (1845-
-1918) provou um facto surpreendente: o conjunto dos
nimeros algébricos é enumeravel (vide [3]). A enume-
rabilidade desse conjunto implica a existéncia de uma
“quantidade” infinitamente maior de transcendentes do
que de algébricos, muito embora se conhecessem pou-
quissimos exemplos explicitos. Esse facto é bastante
curioso; se quase todos os niimeros sdo transcendentes, é
muito estranho que demonstrar a transcendéncia de um
ndmero seja, em geral, uma tarefa tio complicada como
afirma Diego Marques em [8].

Ao longo do tempo, grandes matemadticos deram as
suas contribui¢des a essa linha de pesquisa, como Eu-
ler, Liouville, Cantor, Weierstrass, Lindemann, Hermite,
Hilbert, Sigel, e Hardy, entre muitos outros, mas o pri-
meiro nimero a ter a sua transcendéncia demonstrada
foi « = Y%, 107™, em 1851, fruto do trabalho do mate-
matico francés Joseph Liouville (1809-1882). Desde en-
tdo, esse nimero passou a ser chamado de constante de
Liouville em sua homenagem (existe uma prova desse
facto em [9]).

Em 1873, Charles Hermite (1822-1901) provou que
e (ntimero de Euler) é transcendente (vide [3]). Aproxi-
madamente uma década apds essa célebre constatacéo,
o alemédo Ferdinand Von Lindemann (1852-1939) provou
que e é transcendente, sempre que a é algébrico ndo
nulo. Com isso, Lindemann publicou uma bela demons-
tragdo de que 7t é transcendente (vide [3]), o que levou a
solucdo de um dos trés problemas cldssicos de constru-
¢do com régua e compasso dos gregos antigos: a quadra-
tura do circulo. O facto de 7t ser transcendente revelou
que tal construgédo é impossivel.

Mesmo sabendo que 7 e e sdo irracionais, até hoje
ndo sabemos se 7t + e e 77 - e sdo irracionais. O que se sabe
é que, pelo menos, um deles ¢ irracional. Isso pode ser
esclarecido como decorrente do facto de que 7 é trans-
cendente. Na realidade, os niimeros 77 e ¢ sdo as raizes da
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equagdo quadrdtica x?> — (71 +e)x + 7 -e = 0. Supondo
que 7T + e e 7T - e fossem ambos racionais, i.e., T +e = /b
erm-e=c/d, coma, b, cedinteiros (b # 0,d # 0), teria-

mos que

x2—(n+e)x+n-e:0<:>x2—%x+§

& bdx?® — adx + be = 0.

Ora, como 71 é uma das raizes dessa equacdo, terfamos
que bdm? — adr + bc =0, o que implicaria que 7 seria
algébrico, uma contradigdo! Logo a nossa hipétese inicial
de que 77 + ¢ e 71.e fossem ambos racionais ndo pode ser
verdadeira, donde concluimos que, pelo menos, um deles
é irracional.

Em 1900, no Congresso Internacional de Matemitica
em Paris, o matemdtico aleméao David Hilbert propos a sua
famosa lista de 23 problemas, na qual o 7.° perguntava se
o logaritmo de um ndmero algébrico numa base algébrica
seria algébrico ou transcendente. Em 1934, trabalhando
independentemente, Alexander Gelfand e Theodor Sch-
neider, em 1935, demonstraram o seguinte facto: se « é al-
gébrico, diferente de 0 e 1, e § é algébrico irracional, entdo
aP ¢ transcendente (vide [11]). Assim, por exemplo, \/Eﬁ,
5‘3/1, e™ = (—1)~'e 2! sdo ntimeros transcendentes.

2. SENOS (E COSSENOS) ALGEBRICOS
Ha alguns anos, folheando o livro Tépicos de Algebra [4] (ou
[5]), encontramos um curioso problema:

Prove que o sen1’ é um niimero algébrico.

Na época tentdmos solucionar o problema sem muito su-
cesso. Recentemente, de modo inesperado, encontrdmos
em [1] um problema mais geral relacionado com esse
problema de o senl’ ser algébrico. A solug¢do do proble-
ma que encontrdmos € bastante simples e elegante, além
de que utiliza apenas recursos elementares. Agora, nes-
te pequeno artigo, vamos exibir esse problema assim
como a sua solugdo, que revela uma ampla classe de na-
meros algébricos que sdo valores assumidos pelas fun-
¢Oes trigonométricas seno e cosseno, como, por exemplo,
o senl’, o que resolve o nosso velho e bom problema de
anos atrds.

Nesta secgdo vamos provar que se & € Q, entéo cos(ar)
e sen(a7r) sdo ambos nlimeros algébricos.

De facto, como a € Q, segue que existema € Zeb € N
tais que a = 4/b. Se ¢ é um ndmero real, entdo

(cos ¢ + isen ¢)* = cos(4bg) + isen(4bg). (1)

Por outro lado, pelo binémio de Newton, temos que:

(cos psen +isen @) = :Zh(:) (4kb> (cos(9))* K (isen(p))k.
B @)

Igualando as partes reais das equagdes (1) e (2), segue
que:

cos(4bgp) = cost ¢ — (42b> cosi—2 P sen ¢+ -

[ 4 2 42 4
<4b B 2> Cos” ¢@.sen @ +sen” @.

Como sen? ¢ + cos? ¢ = 1, na expressdo do cos(4bg), para
cada inteiro 1 < t < 2b, podemos fazer a substitui¢do

sen? ¢ = (sen” p)! = (1 — cos? )",
0 que nos permite escrever cos(4b¢) como
cos(4bg) = f(cos ¢),
onde f é um polindmio com coeficitentes inteiros. Fazen-
do ¢ = a7, segue que
f(cos(arr)) = cos(4barr) = cos(4b%n) = cos(4am) = 1.
Assim, considerando o polinédmio (de coeficientes intei-
ros) g(x) = f(x) — 1, obtemos
g(cos(am)) = f(cos(am)) —1=1-1=0,
o que revela que o cos(a7r) é um ntimero algébrico quan-

dowa Q.
Além disso, vamos mostrar que g(sen(arr)) = 0. De

facto,
f(sen(am)) = f (cos(§ — am))
= cos (4b(5 —am))
= cos (4b(5 — §))
= cos((b—2a)2m) =1.
Portanto,

g(sen(am)) = f(sen(amr)) —1=1-1=0,

o que revela que sen(a7r) é um nimero algébrico quando
a € Q.

No caso particular em que «a =1/180, temos que
1/1807t = 1°. Temos entdo um polinémio g de coeficien-
tes inteiros e de grau 4 x 180 = 720 tal que g(sen1°) =0,
revelando que sen1? é algébrico, o que resolve o nosso
velho problema.

Apesar de termos exibido um polinémio g com coe-
ficientes inteiros de grau 720, tal que g(cos1?) =0, ndo
podemos afirmar que cos 1° é algébrico de grau 720, visto
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que esse ndo é o polinémio de coeficientes inteiros de
menor grau que tem cos 1° como raiz. Por exemplo, po-
de-se demonstrar que o polinémio

p(x) = 281474976710656x* — 3377699720527872x4
+ 18999560927969280x** — 66568831992070144x*
+ 162828875980603392x*" — 295364007592722432x8
+ 411985976135516160x°¢ — 452180272956309504x3*
+ 396366279591591936x%% — 280058255978266624x>°
+ 160303703377575936x%8 — 74448984852135936x2°
+ 28011510450094080x%* — 8500299631165440x%
+ 2064791072931840x%" — 397107008634880x'®
+ 59570604933120x'° — 6832518856704x*
+ 583456329728x 12 — 35782471680x'°
+ 1497954816x8 — 39625728x°
+ 579456x* — 3456x + 1

tem grau 48 e cumpre as condigdes p(cos1®) =0 e
p(sen1?) = 0, como pode ser visto em [7], [2] ou https://
math.stackexchange.com/questions/1838116/the-other-47-
-roots-of-the-minimal-polynomial-for-cos-1-circ.

De modo mais geral, pode provar-se que o menor
grau de um polinémio de coeficientes inteiros tal que
p(cos (2m)/n) =0, com n > 3, é1/2¢(n), onde ¢ é a fungédo
phi de Euler. Lembremos que

el 3) (-3 (-3)

epi1,p2, -+, Pk 580 0s primos que aparecem na decompo-
sicdo do inteiro positivo n em fatores primos (veja, por
exemplo, [6]). No caso do cos 1° = cos (27/360), segue que

¢(360) = 360 (1 - %) <1 - %) (1 - %) = 9.

Assim, o menor grau de polinémio de coeficientes intei-
ros tal que p(cos1°) = 0 é 96/2 = 48,
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