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A DESIGUALDADE TETRAEDRAL

Uma prima da desigualdade triangular. Ou filha?

I.INTRODUCAO

A 20.* Proposicdo do 1.° Livro dos Elementos de Euclides
diz o seguinte:

Num tridngulo, a soma dos comprimentos de dois
quaisquer lados é maior do que o comprimento do
lado restante.

Esta é a "desigualdade triangular", um facto bdsico da ma-
temdtica. Euclides prova-a meticulosamente, recorrendo a
proposi¢des anteriores (a 5.% e a 19.%) e & 5.% "nogdo comum"
do 1.° Livro, que diz que "O todo é maior do que a parte.”

Nas suas anotagcbes aos Elementos [1], Thomas
Heath cita a respeito disto o Comentirio de Proclo [4]. Este
refere os epicuristas, que ridicularizavam a proposicao,
dizendo que é evidente até para um burro e ndo precisa
de demonstragdo. Justificavam esta afirmacdo dizendo
que, se se colocar um fardo de palha num dos vértices do
triangulo e um burro esfomeado noutro vértice, o burro
seguird o caminho do lado que une esses vértices e ndo o
que percorre os outros dois lados.
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Heath acrescenta que Henry Savile, numas ligdes
sobre os Elementos publicadas em Oxford em 1621, diz
que quem assim argumentava era digno de ir com o burro
comer a palha.

Proclo, escrevendo no século V, explica o que estd em
causa: uma coisa é 0 que nos parece, outra é a prova ou
explicagdo cientifica. Esta distingdo permanece relevante
nos dias de hoje, ndo s6 para se compreender a nature-
za da matemdtica mas também para nos orientarmos em
questdes de ensino (veja-se, por exemplo, [2] e [3]). Mas o
fundo do problema vai além disto e muito além do peque-
no contexto de que partimos.

Em vérias grandes universidades norte-americanas
podemos encontrar a venda T-shirts com a seguinte ins-
crigdo: "Estd bem, isso funciona na pratica. Mas serd que
funciona na teoria?" E uma boa piada, mas levanta tam-
bém uma questdo profunda. Qual é a seguranga do nosso
conhecimento? Ao longo da histéria, houve um enorme
esforco humano no caminho em direc¢do a uma maior
certeza do conhecimento. Os humanos sempre quiseram
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saber mais e saber melhor, saber com mais seguranga. Na
Fisica, na Quimica, nas Ciéncias da Vida e numa certa vi-
sdo das Ciéncias Sociais — que ndo inclui os interessados
no reino da pura opinido ndo constrangida pela realidade
—a busca de cada vez maior certeza vem da busca de fac-
tos, do respeito por eles, da sua representagdo, hierarqui-
zagdo e relacionagdo, da delimitagdo dos contextos em que
as andlises sdo vdlidas. Em tudo isto a matemadtica desem-
penha ou pode desempenhar um papel central.

Terminando aqui este intervalo “epistemoldgico”,
voltemos ao nosso tema.

2. DOS TRIANGULOS AOS TETRAEDROS
Pensemos no irmdo tridimensional do tridngulo: o tetrae-
dro, ou pirdmide de base triangular. As suas quatro faces
sdo tridngulos.

Se formos a procura de uma afirmacdo sobre tetrae-
dros que corresponda a desigualdade triangular, logo
observamos que

num tetraedro, a soma das dreas de trés quaisquer
faces é maior do que a drea da face restante.

Isto — a que podemos chamar a "desigualdade tetrae-
dral" — tem o mesmo grau de evidéncia que a desigualda-
de triangular, embora ndo se veja bem quem é que pode
substituir o burro dos epicuristas neste caso.

Sem ddvida que é possivel apresentar uma demonstra-
¢do no mesmo espirito que a de Euclides para a 20.* Pro-
posicdo do 1.° Livro dos Elementos, o que até serd um bom
exercicio. Mas, como vamos ver, podemos demonstrar a
desigualdade de forma muito rdpida seguindo outra via.

3. PROVA DA DESIGUALDADE TETRAEDRAL
Precisamos de introduzir alguma estrutura no espaco
tridimensional vulgar:

» Um ponto O que escolhemos para origem;

» Asoma de dois pontos x ey, denotada por x + y, pelo

habitual processo de completar o paralelogramo a partir
dos trés vértices O, x e y;

» O produto de um ponto x por um ndmero real «,
denotado por ax, com o significado geométrico 6bvio;

» A norma ou o comprimento de x, definido como a

distancia ||x|| de x a origem.

Neste contexto, a desigualdade triangular aplicada ao
triangulo de vértices O, y e x 4+ y diz simplesmente que

[l + Il < llx[] + llyll-

E fécil ver que esta versdo algébrica da desigualdade
triangular permanece vélida para mais do que duas par-
celas. Por exemplo, para x, y, z arbitrdrios, tem-se

lx+y+zll <[lxl + [yl + 2]l

Vamos ver uma demonstra¢ao muito simples da desigual-
dade tetraedral usando um conceito basico de Algebra
Linear, o produto externo de pontos do espaco tridimen-
sional [5].

Sejam x e y dois tais pontos. H4 duas maneiras de de-
finir x Ay, o produto externo de x por y. Uma usa coor-
denadas em relagdo ao vulgar sistema de eixos usado em
geometria analitica:sendox = (x1,x2,x3) e y = (y1,Y2,¥3),
tem-se

XNy = (x2y3 — Y2X3, Y1X3 — X1Y3, X1Y2 — y1xz) .
A outra forma de definigdo ndo usa coordenadas, sendo

por isso preferida em Fisica. Nesta segunda forma, x Ay
é o ponto no espago assim identificado:

» O segmento que vai da origem para x Ay é per-
pendicular aos segmentos que vdo da origem para x e da
origem para y;

» A norma de x Ay é igual a |/x||||y| sen6, onde 6 é
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o (menor) angulo definido pelos segmentos que vao da
origem para x e da origem para y;

> Os segmentos que vdo da origem para x, da origem
para y e da origem para x Ay formam um triedro directo,
isto é, a rotagdo mais curta do primeiro segmento que o
leva a sobrepor-se ao segundo segmento é feita, para um
observador com os pés na origem e a cabega na extremi-
dade do terceiro segmento, no sentido contrério ao dos
ponteiros do relégio.

XA)

Que as duas defini¢des sdo equivalentes pode ver-se,
por exemplo, em [5].

Usando a primeira forma da defini¢do é simples ver
que o produto externo satisfaz as seguintes propriedades:

» xAx=0;
> yAx=—-xAy;
> (x+xX)Ay=xAy+x Ay,
XNy +y)=xAy+xny;
P(ax) ANy =xA(ay) =a(xAy), a€R.

Da segunda forma da defini¢do interessa-nos a expressao
para a norma de x A y: é imediato que ||x||||y| senf é a
drea do paralelogramo de vértices O, x, ye x + y.

AN

Daqui tiramos uma férmula para a drea do tridangu-
lo de vértices O, x e y: essa drea é simplesmente igual a
YAyl

Olhemos entdo para um tetraedro arbitrario. Nao ha
perda de generalidade em supor que um dos seus vértices
estd na origem. Designemos os restantes trés vértices por
X, yez.

) ¥

As quatro faces do tetraedro sdo entdo os tridngulos
com vértices
O,x,y
0,xz
0,y,z

XYz
Ja dispomos de férmulas para as dreas dos trés primeiros:
LAyl Slxazl, Sy az
21XVl VLA
Falta o quarto. Como a drea é invariante por translagdo, a

drea do quarto tridangulo é igual a drea do tridngulo com
vértices O, y — x e z — X, ou seja, é igual a

1
Sy —x) A=l

Usando as propriedades do produto externo, vemos que

y—x)AN(z—x) = yAz—yAx—xAz+xAX
= XAYy+yAz+zAx.

Logo,

lG=AGE-0l = |xAy+yaz+zax|
< Ayl lly Azl lz Ax]]

Multiplicando ambos os membros por 1/2, concluimos
que a drea da face com vértices x, y, z é menor ou igual
a soma das dreas das outras trés faces do tetraedro. Um
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