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Um jogo da exposicao Matemdtica Viva, a explorar agora no portal
do Atractor.

a exposicdo Matemdtica Viva, criada pelo Atractor
Nno ano 2000 e em exibi¢cdo no Pavilhdo do Conhe-
cimento até 2010, havia um médulo (figura 1) contendo
56 dados, que podiam ser misturados pelo visitante e e :
depois deslizados ordenadamente para uma zona alon- |
gaga criando uma fila de dados. ]%e cada um, apenas s _‘f‘fi‘f!ﬁ!ﬂiﬁ' '
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se via a face de cima, dispondo-se assim de uma fila de
56 ntimeros ao acaso entre 1 e 6, cada nimero indicando

quantas pintas eram visiveis no dado correspondente (fi-

gura 2). Bloqueada uma tal fila, o visitante devia agitar o
médulo, obtendo com o dado isolado (figura 2) um dos Figura 1.
ntimeros 1 a 6, chamemos-lhe k; (k=4 no caso da figu-
ra 2), e localizar o dado na posicdo k; da fila; chamando
k, (k,=6 no caso da figura 2) ao ntiimero de pintas desse
dado, deveria depois avangar k, posi¢des, obtendo-se um
k; e assim sucessivamente. O processo terminava quan-
do jd s6 houvesse a direita um ndmero de dados inferior

ao namero de pintas do dado a que se tinha chegado.
Na figura 3 estdo assinaladas a vermelho todas as posi¢des

Figura 2.

de passagem, correspondentes a fila indicada, partindo da
posicdo assinalada pelo dado a esquerda.
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Figura 3.
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Registado o dado final obtido pelo processo descrito,
o visitante era convidado a langar novamente o dado iso-
lado e a recomegar a partir da nova primeira posi¢do. Em
geral, os caminhos diferiam, embora pudessem chegar
ao mesmo dado final. O objetivo deste jogo era observar
precisamente o que se passava quanto as posi¢des finais,
ao seguir o processo descrito para os valores de partida
k=1, 2,...,
deram verificar foi que chegaram sempre a mesma ulti-

6. E 0 que muitos visitantes da exposi¢do pu-

ma posi¢do, independentemente de qual o valor obtido
no lancamento inicial do dado isolado. No que se segue,
analisaremos a razdo para essa propriedade constatada
experimentalmente.

Comecemos por notar que ndo é assim tdo surpreen-
dente que se chegue & mesma posi¢do final. Observe-se
a figura 4, onde estdo assinaladas a vermelho, para uma
mesma fila, as posi¢des de passagem partindo sucessiva-
mente das posi¢des iniciais 1, 2, ..., 6. Quando duas traje-
térias tém uma posi¢do comum, claro que ambas as traje-
torias coincidem a partir dessa posi¢do comum. Portanto,
para uma trajetdria ter um ultimo elemento diferente do
das outras, é necessdrio que essa trajetéria evite todas as
posicoes de passagem de qualquer das outras, o que, se a
fila for grande, é improvével que acontega. Por outras pala-

vras, esta observagdo parece indiciar que, para filas gran-
des, o caso tipico serd aquele em que todas as trajetdrias
terminem no mesmo elemento da fila. Dito isto, pde-se a
questdo de saber se h4 filas excecionais, em que essa uni-
cidade do termo néo se verifique, mesmo que a fila tenha
milhares de dados. Na verdade, é f4cil construir exemplos.
Suponhamos que a fila s6 tem nimeros pares (2, 4 ou 6)
visiveis; entdo todos os elementos de uma trajetéria con-
servam a paridade da posi¢do do primeiro elemento: estdo
todos em posi¢oes de ordem par ou todos em posigdes de
ordem impar. Na figura 5, todas as posi¢oes de passagem,
assinaladas a vermelho, estdo em posig6es impares na pri-
meira imagem e na segunda imagem estdo todas em po-
sicdo par. Como em qualquer fila ha trés posi¢des iniciais
de ordem par (2, 4, 6) e trés de ordem impar (1, 3, 5), have-
rd, para uma fila de ndmeros pares, por maior que seja o
tamanho, trés trajetérias que terminam numa posicdo de
ordem par e trés numa posi¢do de ordem impar, logo, ha
pelo menos duas posig¢des finais diferentes.

Designemos por foc as filas com todas as 6rbitas con-
correntes. Como hd seis posigdes possiveis de partida na
fila, s6 interessam filas com, no minimo, 6 dados. Das
46 656 (=6°) filas existentes com 6 dados, é facil concluir
que s6 720 sdo toc (e que todas terminam na sexta posi¢do).

Figura 4.

Figura 5.
Comprimento da fila 6 7 8 9 10
N.° de filas 46 656 279 936 1679 616 10 077 696 60 466 176
N.° de filas toc 720 7920 82 800 808 560 7326720
Percentagem 1.54321% 2.82922% 4.9297% 8.02326% 12.1171%
Figura 6.
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A tabela da figura 6 indica o ndmero total de filas, o ntime-
ro das que sdo toc e as respetivas percentagens, quando o
nimero de elementos da fila varia entre 6 e 10.

Para uma fila cujo ndmero de elementos seja maior
do que 10, o algoritmo usado para determinar todas as
filas toc revelou-se demasiado lento. Para cada n > 10 foi
feita, por isso, uma simulagdo’, tendo-se obtido valores
aproximados das percentagens das filas toc’. Na figura 7
encontra-se o gréfico desses valores aproximados das per-

com 18 dados, hé praticamente tantas que séo toc como
que o ndo sdo. Para filas mais longas, as que ndo sdo toc
tornam-se mais raras, como se pode confirmar pela tabe-
la da figura 8: para filas de 80 dados, a probabilidade de
obter uma fila que ndo seja toc ronda apenas um em mil.
Em [1] estdo disponiveis aplicagdes interativas (em for-
mato CDF) que ddo uma informagdo muito extensa sobre
as filas de dados. Por exemplo, num quadro com as 720
filas toc de comprimento 6, ao sobrevoar com o rato cada

centagens das toc para filas com comprimentos entre 6 e linha, apareceréo as seis versdes dessa linha com os pon-

80. Observe-se que a fungdo é crescente e que, para filas tos de passagem assinalados a cor. E também é possivel
obter aleatoriamente, para um comprimento escolhido,

um quadro com um elevado ndmero de filas de dados

o com esse comprimento (ver figura 9). No quadro des-
na o sa figura as linhas a azul correspondem as filas toc e as
\ poucas a preto correspondem as ndo toc. Por exemplo, a
' primeira fila da primeira coluna néo é toc, como o leitor
y poderd verificar, percorrendo-a segundo as regras a partir

Py ! Por exemplo, para obter uma fila de 56 dados, escolheu-se aleatoria-
: mente um ndmero entre | e 6, 56 vezes seguidas. Procedendo-se a esta
operacao umas dezenas de milhares de vezes e calculando o ndmero de
filas assim obtidas que eram toc, obtiveram-se valores aproximados das
respetivas percentagens.

Figura 7
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Figura 9
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das posigoes iniciais 1, 2, ..., 6. Na ocasido da gravacado da
imagem, o rato sobrevoava a fila imediatamente anterior
a primeira preta (ndo toc) da segunda coluna do quadro.
O retangulo destacado, que aparece bem visivel, refere-se
a essa linha e mostra os seis percursos, comegando suces-
sivamente nas primeiras seis posi¢des. Na 11.% posi¢do ha
um 3, a azul, que corresponde a primeira posi¢do comum
a todas as trajetdrias; a ultima dessas posi¢des comuns
estd representada a lilds e, por acaso, é mesmo a dltima
da fila. Sobrevoando com o rato qualquer uma das outras
filas desse quadro, apareceria em destaque informacao
andloga correspondente a fila sobrevoada. Por exemplo,
a figura 10 mostra o destaque referente a fila preta ime-
diatamente abaixo da anterior: ndo hd aqui nenhum cami-
nho comum até ao fim, embora as posi¢des de passagem
coincidam em todas as filas menos na terceira, a partir da
posicédo 11. Depois desta posigdo, tudo se passa como se s6
houvesse dois caminhos a comparar: o terceiro e 0 comum
as outras cinco.

Uma outra observacdo pertinente relativamente as
filas toc prende-se com a ordem da primeira posi¢do co-
mum a todos os caminhos: vimos que no exemplo desta-
cado na figura 9 os caminhos se juntavam relativamente
cedo (na posi¢do 11 de uma fila de comprimento 40); a fi-
gura 11 mostra outra fila do mesmo quadro em que tal
ndo sucede: s6 se juntam na pendltima posi¢do. Estas di-
ferencas de comportamento sdo facilmente detetdveis com
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Figura 10
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Figura I1

representacdes adequadas. Por exemplo, algumas das
aplicagbes desenvolvidas pelo Atractor a propésito des-
te problema incluem nos destaques a representagdo das
filas por grafos circulares, permitindo uma forma muito
simples e rdpida de acesso a informagdo corresponden-
te. A figura 12 mostra os dois grafos correspondentes as
filas destacadas nas figuras 9 e 11. Na primeira imagem,
as diferentes trajetérias juntam-se na posigdo 11 e a parte

Figura 12
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comum estd assinalada a verde®. Na segunda, s6 se juntam
na pentltima posigdo. Nas aplicagdes desenvolvidas pelo
Atractor, é possivel escolher” filas com nimeros entre 2 e
um ntmero np (namero de pintas) maior ou igual a 2, ndo
necessariamente 6. A situacdo é, nalguns casos, bem dife-
rente da que atrds foi descrita sobre o caso de o nimero
mdaximo de pintas ser 6. Por exemplo, no caso de filas s6
de 1 e 2, para qualquer comprimento da fila, seja 2 ou 2
bilides, o ntimero das filas que ndo sdo toc é sempre o mes-
mo: hd (sempre) apenas duas filas com esse comprimento
que néo sdo toc. Do material obtido, indicamos na figura
13 uma tabela com os ntiimeros de filas toc para dados com
ntimero de pintas np de 2 a 8 pintas (colunas) e filas de
comprimento desde np até 8.

[1] https:/fwww.atractor.pt/mat/filadados

12 20 24

39 132 168 120

62 | 492 | 1e8e | 1lese FFL

126 | 1674 | 6216 | 9128 | 7928 | So48

254 | 5466 | 31728 | TOBQD | E2E000 | 65520 | 40320

Figura I3

2 Os cdlculos foram feitos também para os valores de 6 a 10 (aproxi-
mados a dois algarismos significativos) e os valores aproximados assim
obtidos foram 1.5%, 3%, 5%, 8.1% e 12%, que constituem aproximagoes
razodveis dos valores indicados na Ultima linha da tabela da figura 6.

3O dado com 6 pintas apareceu, porque o rato sobrevoava o vértice |3
do grafo, que na figura 9 correspondia a 6 pintas.

QUER SER SOCIO DA SPM?

COMO SER SOCIO DA SPM

4Estas situagdes mais gerais também podem ser associadas a jogos. Usan-
do um dado cubico com igual nimero de pintas em faces opostas, po-
demos ter ndmeros |, 2, 3, com igual probabilidade. Analogamente, se
trés faces tiverem uma pinta e as outras trés tiverem duas, em cada lan-
camento teremos | ou 2 com igual probabilidade. Querendo um sistema
que funcione para um certo ndmero np (qualquer; maior ou igual a 3) de
pintas, podemos colar pelas bases duas piramides regulares com np faces,
colocando o mesmo ndmero de pintas em duas faces quando elas estive-
rem em piramides diferentes e tiverem uma aresta comum.

COMNSTRUA UMA
BANDA DE MOBIUS

COM ESTA PAGINA

Para ser Sécio SPM basta preencher o
formulério online, escolher a modalidade de
quota e a forma de pagamento.

JA FOI SOCIO E QUER VOLTAR A SER?

Faca a adesdo ao pagamento por débito
direto e apenas pagara as quotas em atraso
dos dltimos dois anos.

Contacte-nos!

VALOR DE QUOTAS 2019:
Sécio Efetivo: 40 euros

Sécio Estudante: 20 euros
(até aos 25 anos ou até aos 30 mediante
comprovativo de frequéncia de mestrado).

Institucionais
Escolar: 80 euros
Académico: 400 euros
Corporativo: 600 euros

CARTAO DIGITAL DE SOCIO SPM

A partir de agora, todos os sécios da SPM
podem descarregar o seu cartdo digital de
sécio através da sua area pessoal. Deste
modo, terao sempre disponiveis os seus
cartoes atualizados.

VANTAGENS DOS SOCIOS SPM:

= recebem gratuitamente a Gazeta de
Matematica (quadrimestral) e o Boletim
da Sociedade Portuguesa de Matemética
(semestral).

= desconto na Loja (10% ou mais), nos
eventos e agdoes do Centro de Formacao
SPM

= desconto de 50% no Pavilhdo do Conhe-
cimento

= desconto nos Livros IST Press e na Livraria
Piaget de 30%.

INFORMACOES

Av. da Republica, 45 3.° esq
1050-187 - Lisboa

Tel.: 217 939 785
E-mail: spm@spm.pt

www.spm.pt




