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discussdo sobre qual a
defini¢do de limite que deve ser
ensinada aos alunos portugueses
do Ensino Secundério continua
viva. Em Marco de 2018, a Gazeta de
Matemadtica publicou um artigo de
Augusto Franco de Oliveira sobre
o tema. Defendendo uma posicdo
distinta, Anténio Bivar explica agora
algumas das razdes matemaéticas e
pedagdgicas que sustentam a sua
preferéncia.

1 INTRODUCAO

No passado dia 13 de Abril realizou-se em Coimbra, no
Departamento de Matemadtica da FCTUC, por iniciativa
da Sociedade Portuguesa de Matemética, um debate rela-
tivo a duas defini¢ées alternativas de limite de uma fun-
¢do num ponto e a utilizagdo destas defini¢des no Ensino
Secunddrio em Portugal. Este debate surgiu também na
sequéncia de um artigo ([10]) publicado na Gazeta da Ma-
tematica, relativo a esta questdo, pelo Prof. Augusto Fran-
co de Oliveira; para facilidade do leitor utilizarei a termi-
nologia introduzida nesse artigo para as duas defini¢ées
que adiante se especificardo, nomeadamente «limite (em
ponto) incluido» (com a notagdo abreviada ou em férmu-
las, «limi») e «limite (em ponto) excluido» (com a notacgdo
abreviada ou em férmulas, «lime»). Participei nesse deba-
te enquanto co-autor do novo programa de Matemdtica A
(de 2014), em que se optou pelo limite incluido enquanto
definigdo bésica de limite, ao contrério do que era usual
no Ensino Secunddrio; assim, nesse contexto, se se preten-
der também introduzir o conceito de limite excluido, para
o designar serd necessdrio acrescentar algum qualificativo
ao termo «limite».

Naturalmente, e contra a opinido do Prof. Franco de
Oliveira, defendi, nesse debate, a op¢do tomada no pro-
grama de que fui co-autor e aceitei agora o desafio que me
foi feito pela redac¢do da Gazeta da Matemdtica para ex-
por em artigo o meu ponto de vista. Utilizarei livremente,
quer um documento da minha autoria destinado a acgbes
de formagéo e que se encontra on-line no site da Direc¢do
Geral de Educagdo’, quer o préprio texto da minha pales-
tra no referido debate em Coimbra.

Apesar desta alteragdo, no programa de Matemdtica
A de 2014 optou-se por manter as defini¢Ses “a Heine” de
limite de fungdo real de varidvel real num ponto, jd habi-
tuais no Ensino Secundério, em detrimento das definigdes
“a Cauchy”, que nao sdo portanto utilizadas. Assim, neste
artigo, ndo se analisardo as eventuais vantagens e desvan-
tagens de cada um destes grupos de defini¢des (em certo
sentido equivalentes) para uma primeira abordagem da
nogdo de limite, a nivel do Ensino Secunddrio. Diremos
apenas que, tal como desde hd muito ocorre no Ensino
Secunddrio, comega por tratar-se em primeiro lugar do
conceito de limite de sucessdo de niimeros reais, como
preliminar para o estudo mais geral do conceito de limite
de funcao real de varidvel real; passa-se assim de fungdes
reais em que o dominio é sempre o conjunto dos ntimeros
naturais e o limite é sempre calculado “em mais infinito”
para o caso mais geral de fung¢des reais de varidvel real
(portanto ndo apenas para fun¢des com dominio igual
a IN, como era o caso das sucessdes, mas para dominios
arbitrdrios reais) e em que, em condi¢des adequadas, se
alarga aos nlimeros reais e a menos infinito os “pontos em
que se calcula o limite”. Assim, para além da vantagem
pedagdgica de se iniciar o estudo dos limites com um caso
particular mais simples, utiliza-se depois este caso par-
ticular como base para o alargamento da nogédo a outras
situagdes; no que se segue supor-se-d que o leitor conhece
a definigdo e propriedades elementares dos limites de su-
cessOes reais.

2. UMA DEFINIGAO GERAL DE LIMITE E O LIMITE
“BASICO”.

Fixando-nos entdo na formulagdo de Heine e analisando
apenas, para fixar ideias, os limites em pontos da recta
real, recordemos que, dada uma fungao:

f:DCR—=R

e sendo 4,b € R, para definir o que se entende por b ser,

o [1].
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em algum sentido, limite de f em a (dizendo-se, nesse caso
que «b é limite de f(x) quando x tende para a», abreviadamen-
te b = limy ,, f(x), eventualmente com outros qualificati-
vos que explicitam de que tipo de limite se trata), fixamos
determinado conjunto A C R e consideramos sucessdes
X, de ntimeros reais pertencentes a AN D a convergir
para 4, analisando o que acontece as sucessées f(x,); se,
para qualquer sucessdo x, naquelas condi¢des, a sucessao
f(x,) tender para b, sendo satisfeitas as condigdes suplemen-
tares que adiante se explicitardo, diremos que b é limite de f(x)
quando x tende para a, acrescentando eventualmente um
qualificativo ao termo “limite”, dependente da escolha do
conjunto A.

As distintas nogdes de limite dependem portanto, es-
sencialmente, dessa escolha, a qual determina, por seu
lado, que condigbes prévias suplementares se devem im-
por ao ntmero a; estas condi¢Ges serdo as necessdrias e
suficientes para que, a existir, o limite em a seja tinico. Nado
é dificil concluir que basta e é necessdrio, para esse efeito,
que exista pelo menos uma sucessio x, de elementos de AN D
a tender para a; por outras palavras, que a seja o que ha-
bitualmente se designa por (ponto) aderente a AN D. Com
efeito, se essa condi¢do néo for satisfeita, fixado b € R, ndo
existindo nenhuma sucessio x, de elementos de AND a
tender para a, em particular ndo existird nenhuma para a
qual, além disso, f(x,)ndo tenda para b; assim, qualquer
numero real satisfard a condi¢do necessdria acima expres-
sa para ser um limite de fem a, com essa escolha de A (jd
que a negacdo de tal condi¢do nunca pode ser verdadeira),
perdendo-se a unicidade. Reciprocamente, se a for aderen-
teaANDeb,ceR,b#c considerando uma sucessdo
X, de elementos de AN D a tender para a (que sabemos
existir, por defini¢do de ponto aderente), ndo podemos ter
simultaneamente f(x,) a convergir para b e para ¢, aten-
dendo a unicidade do limite de sucessdes, pelo que b e c
ndo podem ser ambos limite de f(x)quando x tende para
a, para esta escolha do conjunto A, ou seja, valerd a unici-
dade pretendida.

Atendendo ao exposto, ndo ha dividas na comunida-
de matemdtica quanto a “legitimidade” de qualquer nogdo
de limite de fun¢do que seja caso particular da defini¢do
acima exposta, independentemente da designagdo que se
utilize para a identificar. Podemos resumir nos seguintes
termos a defini¢do genérica de limite acima analisada:

Dada uma funcgéo:

f:DCR—=RR,
a,b € R, A C R, diremos que & é o limite de f(x) quando
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x tende para a (ou o limite de f em a) por valores em A
se a for aderente a AN D e, para qualquer stucessdo x, de
elementos de A N D tendendo para a, f(x,) tender para b.

Também ndo ha qualquer divergéncia assinalével no
seio da comunidade matemdtica quanto a determinadas
designagdes para certas escolhas particulares do conjun-
to A. Assim, por exemplo, para A =]a, +oo[, o limite por
valores em A designa-se habitualmente por limite «a di-
reita», ou «por valores superiores», para A =] — o0, a[ por
limite «a esquerda» ou «por valores inferiores».

Quanto as designacgdes referidas no inicio deste artigo,
«limite (em ponto) incluido» (com a notagédo, abreviada ou
em férmulas, limi) e «limite (em ponto) excluido» (com a
notagdo, abreviada ou em férmulas, lime), correspondem
respectivamentea A = Re A = R\{a}.

A divergéncia que subsiste na comunidade matemé-
tica, com exemplos que se podem encontrar em obras de
diferentes niveis de complexidade e de qualidade, desde
que seja referida uma nogédo de limite de fungdo, consiste
apenas na escolha “entre limi e lime” para nogdo bdsica de
limite, ou seja, limite a referir sem qualquer qualificativo,
ficando-se assim obrigado a utilizar algum qualificativo
para a outra nocdo, caso se pretenda utilizd-la. Quando a
escolha recai sobre o limi, muitas vezes designa-se o lime
por «limite por valores diferentes» (que em francés se de-
signa por vezes por «limite épointée»), jd que neste caso
AN D é exactamente o conjunto dos elementos do domi-
nio de f distintos de a; quando recai sobre o litne ndo € usu-
al utilizar-se a nogdo de limi (que alids ndo é definivel de
modo simples com base na de litne), pelo que ndo hd uma
designac¢do minimamente consagrada para o efeito. Con-
soante a escolha feita, outras designagdes 6bvias poderdo
corresponder a determinagdes diferentes de A; assim, por
exemplo, se for limi o limite “bdsico” escolhido, o «limi-
te por valores racionais» corresponderd naturalmente a
A = Q, ao passo que corresponderd a A = Q\{a} se essa
escolha recair sobre o lime.

Na&o nos alongaremos sobre as razdes histéricas ou
psicolégicas que podem explicar esta divergéncia. Tra-
ta-se de situagdo semelhante a muitas outras em Mate-
matica, pois ndo foi ainda possivel, nem provavelmente
alguma vez o serd (ou sequer serd desejdvel), uniformi-
zar totalmente as definigdes, mesmo as de conceitos tdo
usuais como o de «conjunto dos niimeros naturais» (con-
tém ou ndo o 0?) ou «rectas paralelas» (uma recta é ou
ndo paralela a si prépria?). Desde que, evidentemente,
em cada obra matemética se esclareca adequadamente
o significado dos termos utilizados e se procure confor-



mar as escolhas feitas, tanto quanto possivel, a consensos
estabelecidos na comunidade matematica, estas “diver-
géncias” ndo ferem a qualidade da comunicacdo com os
utilizadores dessas obras.

A questdo que subsiste serd apenas a maior conveni-
éncia de uma ou outra opgdo para o fim a que se destina
a obra em que é adoptada, ou, mais genericamente, qual
das opgOes permite um desenvolvimento mais “simples”
ou “esteticamente mais apelativo” da teoria dos limites de
fungdes reais de varidvel real. Estas expressoes entre aspas
deixam suspeitar que haverd sempre algum grau de sub-
jectividade nestas apreciagdes, mas procurarei descrever
quais os argumentos que me parecem favorecer a opgdo
pelo limite incluido, que é a do actual programa de Mate-
madtica A, em particular também por se tratar de uma pri-
meira abordagem deste conceito e para o nivel de escolari-
dade a que se destina, mesmo contrariando uma tradigdo
hd muito estabelecida no nosso Ensino Secunddrio.

Antes de abordarmos questdes mais técnicas e outras
de cardcter pedagégico, também convém analisar ale-
gacdes que por vezes se fazem quanto ao cardcter mais
intuitivo do limite excluido relativamente ao limite inclu-
ido, enquanto conceito bédsico de limite. Um argumento
habitual a este respeito segue linhas equivalentes ou pelo
menos muito préximas das seguintes: na linguagem co-
mum, a nog¢do de “aproximagdo”, que de alguma manei-
ra se pretende formalizar matematicamente com a nogéo
de limite (no contexto das fungées reais de varidvel real),
pressupde que “quem, ou aquilo que, se estd a aproxi-
mar” ndo chega a atingir “aquilo de que se aproxima”;
ninguém diz que “se estd a aproximar” de um sitio se j&
la tiver chegado... Assim, considera-se que a tradugdo ma-
temadtica da expressdo “quando x tende para a” (que pre-
tende significar mais propriamente qualquer coisa como
“quando x se aproxima indefinidamente de a”) quando é
feita através de sucessdes convergindo para g, ndo deve
admitir sucessdes que tomem o valor a. No entanto nin-
guém contesta que f(x,) possa tomar o valor b, quanto as
correspondentes sucessdes f(x;) cuja convergéncia para
b traduz matematicamente a expressdo “ f(x) tende para
b”... Esta “assimetria”, inerente ao limite excluido, entre a
interpretagdo matemdtica do conceito de “aproximacgdo
indefinida” no caso das varidveis independente e depen-
dente de uma fungéo real de varidvel real, explica de cer-
ta maneira as dificuldades, adiante analisadas, com que
nos deparamos ao pretendermos enunciar um teorema
do lime da funcdo composta que seja simultaneamente tdo
geral quanto possivel, com um enunciado suficientemen-

te simples para ter alguma utilidade, e com uma demons-
tragdo aborddvel no Secunddrio, ao passo que com o limi
é uma trivialidade enunciar (e demonstrar) um teorema
com essas caracteristicas. Com efeito, a prépria nocdo de
composicao conduz a que a varidvel dependente de uma
funcdo passe a funcionar como varidvel independente da
que com ela se compde...

Para se apreciar o quanto nos afastamos dessa suposta
visdo intuitiva da “aproximagdo” com qualquer das no-
¢Oes de limite, basta pensarmos na interpretacdo de uma
fungdo real de varidvel real como trajectéria de um ponto
num eixo, em que a varidvel independente representa o
tempo e a dependente a abcissa do ponto no eixo em ques-
tdo; uma fungdo constantemente igual a b € R em deter-
minado intervalo ndo degenerado representard “o repou-
so0” no ponto de abcissa b do eixo, ao longo do intervalo de
tempo considerado. E ébvio que, com qualquer das duas
nogdes de limite, incluido ou excluido, é igual a b o limite
dessa fungdo em qualquer ponto (“instante”) ¢y do interva-
lo-dominio, mas dificilmente alguém diria, em linguagem
comum, que um objecto cujo movimento seja representa-
do por essa fungdo “se estd a aproximar” do ponto de ab-
cissa b do eixo quando ¢ tende para ty, jd que o objecto estd
parado nesse ponto durante todo o intervalo de tempo...
Assim, a tentativa de adequar a nogédo de limite de funcao
a este aspecto particular da linguagem comum através do
recurso ao lime é, de certa maneira, ilusdria.

3. CONFRONTO DO LIME COM O LIMI.
Abordemos agora alguns aspectos mais técnicos que dis-
tinguem o lime do limi quanto ao modo como se pode de-
senvolver, a nivel do Ensino Secundério, uma iniciagdo
ao estudo da Andlise Matemdtica e quanto as ferramen-
tas que os alunos podem adquirir a esse nivel, também
para a prossecucdo dos estudos. Como é 6bvio, a escolha
de uma nogédo para “limite bdsico” tem como consequén-
cia que, sempre que possivel, se privilegie essa nogdo no
enunciado dos diversos resultados inerentes a essa inicia-
¢do; tratando-se de nogdes matematicamente distintas, é
de prever que os resultados devam ser distintos, podendo
resultados andlogos ser mais ou menos complexos, quer
quanto ao enunciado quer quanto & demonstracdo, e/ou
mais ou menos tteis, consoante a escolha feita. A aprecia-
¢do global destes efeitos deverd pesar na escolha a fazer,
nomeadamente quando se desenha um curriculum.

Uma primeira observagédo resulta facilmente da ma-
neira como se apresentou acima uma definigdo geral de
limite por valores num conjunto A ou «segundo um con-
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junto A»; é claro que o caso A =R (correspondente ao
limite incluido), ou seja, “o mais extenso possivel”, serd o
que menos parece justificar um qualificativo, j& que ndo
ha qualquer restrigdo ao dominio de f para efeito de esco-
lha das sucessdes “a tender para a”; todas as outras esco-
lhas de A sdo suceptiveis de restringir o conjunto em que
se tomam essas sucessoes, pelo que parecem merecer al-
gum qualificativo que explicite essa restricdo. Do mesmo
modo, no caso do limi, a restri¢do suplementar aimpor ao
ponto a é simplesmente que seja aderente ao dominio D de
f, ao passo que com qualquer outra escolha de A teremos
de considerar o conceito de “ponto aderente a AN D",
o que no caso do lime, em que A = R\{a}, justifica a in-
troducdo de uma nova designacédo para tais pontos, no-
meadamente «pontos de acumulacdo do dominio de f», con-
ceito portanto, neste sentido, mais complexo do que o de
ponto aderente.

O que precede justifica que se possa considerar o con-
ceito de limi mais simples do que o conceito de lime, po-
dendo este Gltimo e todos os outros conceitos de limite por
valores em A que correspondam a subconjuntos estritos A
de R, ser considerados muito simplesmente “limis” (ou
seja “limites”, sem mais, se for limi o limite bésico consi-
derado) de restri¢des de f aos correspondentes conjuntos
AN D (ou simplesmente A, com uma adequada defini¢do
geral de restricdo de fungdo a conjunto ndo necessaria-
mente contido no dominio).

E de notar também que esta abordagem (escolha do
limi, limite incluido, como limite bdsico) estd bastante vul-
garizada em diversos dmbitos em que se introduz ou em
que se desenvolve uma introducdo a Andlise Matemética;
ou seja, a unanimidade que se verificou a nivel do Ensino
Secunddrio em Portugal durante muito tempo quanto a
defini¢do alternativa a actualmente em vigor, sempre este-
ve muito longe de existir a nivel do ensino universitario”.
Assim, sendo o limite excluido (lime) um caso particular, no
sentido acima referido, do limite incluido (limi), a eventual
adaptagdo a uma alteracdo na definicdo de limite é sim-
ples quando se faz passando desta dltima versdo para a
anterior, sendo fdcil utilizar para o lime todos os teoremas
enunciados para o limi (bastard considerar as restri¢des
das funges a D\{a}). Como é 6bvio, 0 mesmo ndo se
pode dizer de uma eventual adaptacdo ao limi da teoria
desenvolvida com base no lime, ja que ndo existe nenhuma
maneira ébvia de encarar o primeiro como caso particular
do segundo.

Em segundo lugar, embora qualquer das defini¢Ses
obrigue a cuidados por vezes com alguma subtileza para
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que se evitem erros no enunciado de determinadas pro-
priedades, o limite excluido obriga a cuidados suplementares,
infelizmente muitas vezes escamoteados mesmo em obras
de referéncia.

Vejamos alguns exemplos numa excelente obra de co-
-autoria de Sebastido e Silva.

Comegaremos com um exemplo que sé por si ndo per-
mite ainda distinguir as duas defini¢ées quanto a simpli-
cidade de uma abordagem correcta, mas serve de alerta
quanto aos cuidados a ter com estes assuntos.

Utilizaremos o Compéndio de Algebra de Sebastizo e
Silva e Silva Paulo, 1° Tomo, 6° ano, edi¢do de 1968 ([12]).

Introduz-se o limite excluido como conceito basico de
limite (cf. op. cit. p. 188), com toda a generalidade quanto
ao dominio das fung¢des e com o cuidado, na defini¢do de
limite, de exigir que o ponto a em que este se calcula seja
ponto de acumulagdo do dominio da fung¢do, embora nédo
se utilize essa terminologia. Essa exigéncia aparece numa
nota de rodapé (cf. op. cit., loc. cit.):

Subentende-se nesta defini¢do que os valores atribuidos
a x pertencem ao dominio da fungio e que existe pelo
menos uma sucessdo de pontos deste dominio, diferentes
de a, tendente para a.

E esta exigéncia que permite depois garantir a unicida-
de do limite, tal como é enunciada na pagina seguinte. No
entanto, com as defini¢Ges gerais adoptadas de operagdes
com fungdes reais de varidvel real (cf. op. cit., p. 118), em
que se definem estas operacdes nos casos mais gerais pos-
siveis e, como é habitual, com os dominios também mais
extensos possiveis, ndo é possivel agora, com toda a gene-
ralidade, garantir, como se faz logo em seguida (cf. op. cit.,
p- 189), que:

Se duas fungoes f(x) e g(x) tendem para limites finitos quan-
do x tende para um limite a (finito ou infinito) também a soma, a
diferenga e o produto dessas fungoes tendem para limites finitos
quandox —a(...)

Com efeito, o dominio de f + g, por exemplo, pode
reduzir-se ao ponto a; ou, mais geralmente, a pode ndo ser
ponto de acumulagio do dominio de f + g, ainda que o seja de
cada um dos dominios de f e g. Nesse caso, com as defini¢des
dadas, podem existir os limites (em particular finitos) de
f e g quando x — a mas ndo pode existir o limite de f + g
quando x — a...

Se na defini¢do de limite se omitisse aquela exigén-



cia, entdo perder-se-ia a unicidade; em qualquer caso ndo
poderiamos simultaneamente demonstrar todas as propriedades
dos limites expressas na mesma pdgina, do modo como estdo
enunciadas.

Por exemplo, sendo f(x) = +x—2,¢(x)=+/2—x
sabemos que ambas as fungbes tém limite 0 quando
x—2, mas f+ ¢ tem dominio reduzido ao ponto 2,
pelo que, com a definigdo dada, ndo existe o limite (lime) de
f(x) + g(x) quando x — 2...

Se na definicdo de limite elimindssemos a exigéncia ex-
pressa na referida nota de rodapé, entdo v/x —2 + /2 — x
tenderia para qualquer valor quando x — 2, como atrds se
viu. Que nesta obra se admite a utilizagdo de somas de
fungdes deste tipo fica expresso num exemplo que se apre-
senta em nota de rodapé, na pagina em que se introdu-
zem as operagOes algébricas sobre fungdes (cf. op. cit. p.
118): v/T — x + v/x — 2, chamando-se a atencdo, com este
exemplo, para a possibilidade de ser até vazio o dominio
da soma.

Note-se que os enunciados anteriormente referidos fica-
riam adequadamente corrigidos acrescentando-se a hipéte-
se de que o ponto em que se calcula o limite também € de
acumulacdo dos dominios das fungdes resultantes das ope-
ragdes executadas sobre as fun¢des dadas. Analogamente,
com o limite incluido enquanto defini¢do bédsica de limite, é
necessdrio pressupor uma condi¢do idéntica, substituindo
“ponto de acumulagdo” por “ponto aderente”.

Assim, neste caso, a “vantagem” do limite incluido es-
tard apenas em que a condig¢do a impor a partida aos pon-
tos em que se pode “permutar passagem ao limite com
operacdo algébrica” é menos restritiva, ja que todo o ponto
de acumnulagdo é aderente, ndo sendo a reciproca verdadeira
(“é mais fdcil ser ponto aderente do que de acumulagao”).

Noexemplodado,com f(x) = vx —2,¢(x) = v2 — x,
como 2 é aderente ao dominio da soma das duas fungoes,
embora ndo seja ponto de acumulacdo desse dominio, po-
demos concluir que existe limi da soma nesse ponto, em-
bora ndo exista lime.

E claro que alterando adequadamente as fungées, pon-
do, por exemplo,

x2—4 4—x2

flx) = ﬁ,g(X) -

j& 2 ndo é aderente ao dominio da soma das duas fung¢des
(que, neste caso, é vazio...), pelo que nio existe limite dessa
soma em 2, embora exista o limite nesse ponto de cada
uma delas. Assim, mesmo com o limite incluido, ndo se pode
dispensar uma condigido suplementar para que os referidos

enunciados correspondam a teoremas.

Outro tipo de incorrecgdes que se podem encontrar,
agora claramente mais facilmente evitdveis com o limite
incluido, esta associado a defini¢do habitualmente dada de
continuidade (cf. op. cit., p. 204):

Diz-se que uma funcgdo f(x) é continua num ponto a,
quando se verificam as duas seguintes condigbes:

(1) o ponto a pertence ao dominio da fun¢do f(x).

(2) fix) tende para f(a) quando x tende para a, isto é:
lim £(x) = f(a).

Com esta defini¢do e sendo o “excluido” (lime) o limite
adoptado no enunciado, uma fungdo ndo seria continua
num ponto isolado do dominio...

Portanto, por exemplo, VX =2+ +1/2—x ndo seria
continua em 2, tinico ponto do respectivo dominio, o que
é um contra-exemplo para (cf. op. cit., p. 209):

A soma, a diferenga e o produto de duas funcoes conti-
nuas num dado ponto ainda sdo fungdes continuas nesse
ponto.

O programa anterior (de 2002) de Matemdtica A, em-
bora também prescrevesse a defini¢do de limite segundo
Heine, ndo explicitava qual das versdes deveria ser adoptada
e, uma vez que jd tinha acabado o regime de livro tinico
e ainda ndo tinham sido adoptadas as metas curriculares
agora em vigor, foram os autores de manuais que opta-
ram unanimemente por manter a defini¢do de Heine com
a formulagdo “por valores diferentes” (limite excluido), en-
quanto esse programa vigorou.

No entanto, ndo havendo também prescricdes expli-
citas do anterior programa quanto a diversos aspectos
do tratamento a dar a estas questées, as solugdes encon-
tradas foram variadas e nem todas correctas. Em particular,
por um lado impunham-se, em alguns manuais, restrigdes
aos dominios (por exemplo para se definir a nogdo de con-
tinuidade) que ndo existiam enquanto vigorou o regime
de livro tnico (por vezes para contornar as dificuldades
acima apontadas) e, por outro, nem sempre houve o cui-
dado de, nos enunciados das propriedades algébricas dos
limites ou das funcdes continuas, se imporem condi¢oes

Para a opgao pelo fimite incluido, cf., por exemplo, os manuais [6], [3] e
[4], utilizados ao longo de décadas respectivamente na FCUL e no IST.
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adequadas para a validade das conclusdes a tirar’. Parece
assim que havia aqui uma “méquina a necessitar de repa-
ragdo” e uma andlise a fazer do que teria contribuido para
a danificar...

A defini¢do de limite adoptada no Programa de 2014
permite que a definigdo e propriedades da nogdo de continui-
dade sejam enunciadas como acima ficou ilustrado (até de
maneira mais simples e equivalente...) sem necessidade
de ressalvas relativas aos dominios das fung¢gdes ou aos
pontos em que se define a continuidade. Jd com o limite
excluido, para que funcione o Teorema da continuidade da
soma, produto, etc. de fungdes continuas com o mesmo grau
de generalidade, serd necessdrio acrescentar a defini¢do
de continuidade algo equivalente a: “além disso qualquer
fungdo real de varidvel real se considera continua nos pontos
isolados do dominio”.

Como vimos, com o limite incluido, para que tenha lu-
gar a unicidade do limite, hd que restringir também os pon-
tos onde se calculam limites, agora aos chamados pontos
aderentes.

No Programa e Metas Curriculares de Matematica A
de 2014 ([8], de agora em diante designados apenas por
«metas») ficou entdo, aqui com alguns negritos acrescen-
tados (FRVR11):

1. Definir limite de uma fungdo num ponto e estudar as respeti-
vas propriedades fundamentais.

1. Identificar, dado um conjunto ACR e a € R, a
como «ponto aderente a A» quando existe uma sucessdo
(xy) de elementos de A tal que lim x;, = a.

2. Identificar, dada uma fungéo real de varidvel real
feum ponto 2 € R, b € R como «limite de f(x) quan-
do x tende para a» quando a for aderente ao dominio
Dy de fe para toda a sucesséo (x) de elementos de D
convergente para 4, (X,) = b, justificar que um tal limite,
se existir, é tinico, representéd-lo por «limy_,, f(x)», refe-
rir, nesta situacdo, que «f(x) tende para b quando x tende
para a» e estender esta defini¢do e propriedade ao caso de
limites infinitos.

Com alguns cuidados nas propriedades algébricas dos
limites:
FRVR11-1:

9. Justificar que os limites da soma, do produto e do
quociente de fungdes f: Dy — R e ¢:Dg — R e do
produto por um escalar « e da poténcia de expoente ra-
cional 7 de uma fungéo f : D > R, se calculam, em pon-
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tos aderentes aos dominios respetivamente de f + g, f g,
f/g, af e f"apartir dos limites de f e g nesse pontos de
forma andloga ao caso das sucessdes, reconhecendo que
se mantém as situacdes indeterminadas.
J& quanto a continuidade, tudo fica mais simples
(FRVR11-2) :

1. Justificar, dada uma funcdo real de varidvel real

f e um ponto a do respetivo dominio que se o limite

limy ,, f(x) existe entdo é igual a f(a).

2. Designar, dada uma fungéo real de varidvel real f e
um ponto a do respetivo dominio, a fungdo f por «conti-

nua em a» quando o limite lim,_,, f(x) existe.

5. Justificar que se as fungOes reais de varidvel real
f: Df — R e ¢g: Dy — R séo continuas num ponto 4,
entdo as fungdes f + ¢, f — g e f X g sdo continuas em a
e, se g(a) # 0, a funcdo f/g é continua em a.

Também a defini¢do dos limites laterais pode aprovei-
tar a defini¢do geral dada de limite e de restricdo de uma
funcao (exemplifica-se com a defini¢do de limite a direita
- FRVR11-1):

4. Identificar, dada uma fungdo real de varidvel
real fe a€R, b €R como o «limite de f(x) quan-
do x tende para a por valores superiores a a» quando
b = limy—q f4,+00[(X) representar b por lim,_,,+ f(x),
designé-lo também por «limite de f(x) a direita de a»,
referir, nesta situagdo, que «f(x) tende para b quando x
tende para a por valores superiores a a» e estender esta
defini¢do ao caso de limites infinitos.

Veremos adiante qual a utilizagdo que os limites late-
rais tém no desenvolvimento da introdug¢do a Andlise no
Ensino Secunddrio.

4. ALGUMAS DIFICULDADES INEVITAVEIS
E UM TEOREMA “FERIDO DE MORTE E
RESSUSCITADO”.

Limite da composta:
Como acabdmos de ver, mesmo com o limite incluido hd
que ter alguns cuidados com os dominios das fungoes quan-
do se pretende enunciar resultados relativos a limites de
fungdes definidas pela aplicacdo de operagdes algébricas
ou composigdo a fungdes dadas.

Esses cuidados ja foram referidos e exemplificados a
propésito dos resultados gerais acerca do limite da soma,



produto e quociente. O mesmo ocorre com o limite de uma
fun¢do composta. Formalmente gostariamos de poder
“permutar a passagem ao limite com a composi¢do” no
sentido seguinte:

lim g(f(x)) lim  2(y).

y—limy ., f(x)

e, de facto, com o limite incluido é possivel fazé-lo, nas con-
di¢des mais gerais possiveis em que os limites expressos
no segundo membro fagam sentido, sendo suficiente para
o efeito acrescentar a hipétese de que a é também aderen-
te ao dominio da fun¢do composta, condi¢do que ¢ alids
também necessdria para a existéncia do limite no primeiro
membro. Este resultado ocorre nas metas com o seguinte
enunciado (FRVR11-1):

11. Justificar, dadas fun¢Ges reais de varidvel real fe g e
um ponto 2 aderente a Dy, r, que se limy,, f(x) = b € R
e lim,_,; ¢(x) = ¢ € R entdo lim,_,,(gof)(x) = c.

O problema, mais uma vez, é que ndo fica garantido
a partida que o ponto a em que se pretende calcular o li-
mite continue a ser aderente ao dominio da nova fungdo
construida a partir das fun¢des dadas. Considere-se, por
exemplo, f(x) = —x2, g(x) =xlnx e a=b=c=0; te-
mos limy_,o f(x) =0 e limy_,0g(x) = 0 (em particular 0 é
aderente aos dominios de f e ), mas o dominio de go f é
vazio, ndo tendo portanto pontos aderentes, pelo que, em
particular, ndo existe limy_,o(gof)(x).

Pelo contrério, quando se trata de analisar a continui-
dade tais cuidados sdo agora desnecessdrios, pois, nesse
caso, a é sempre elemento do dominio tanto das fung¢ées da-
das como da nova fungdo, nos casos considerados, sendo
portanto forcosamente aderente ao respectivo dominio.
Note-se que o ponto a em que se estuda a continuidade o
que ndo tem de ser é ponto de acumulagio dos dominios das
fun¢bes dadas e, mesmo que o seja, daf ndo resulta que
tenha de ser ponto de acumulagio do dominio da nova fun-
¢do construida a partir delas. Daf as dificuldades até agora
detectadas relativas ao tratamento da continuidade com a
definicdo baseada no limite excluido e que se esftumam com
o limite incluido.

O teorema do limite da fungdo composta acima reprodu-
zido (FRVR11-1.11) é outro dos temas em que o “compor-
tamento” do limite excluido levanta dificuldades talvez, a
primeira vista, inesperadas.

Na verdade, com o limite excluido ndo é mesmo possi-
vel enunciar um teorema relativo ao limite de uma fung¢éo
composta simultaneamente tdo abrangente como o acima
recordado e com um grau de simplicidade suficiente para

que seja verdadeiramente ttil. Em particular, o resultado,
tal qual estd enunciado, fica falso para o limite excluido,
mesmo substituindo nas hipéteses «ponto aderente» por
«ponto de acumulagdo» e, o que é talvez mais inespera-
do, mesmo para fungdes ambas com dominio igual a R
e mesmo no caso em que existem tanto os limites (exclui-
dos) limy 4 f(x) = b e lim,_,; g(y) = ¢, nos termos da hi-
pétese do teorema do limite da fun¢do composta, como o
limite (excluido) limy_,, ¢ © f(x), como nos termos da tese
do referido teorema; o que acontece é que este tiltimo limite
pode ndo ser igual a c...

Basta considerar o seguinte exemplo (também referido
no artigo do Prof. Franco de Oliveira atrds citado [10]):

s ={ 12051

Como é ébvio, existe limey_,of (x) = 0 e portanto também
lime,_,0¢(x) = 0. No entanto, como também é 6bvio,

gof={y 120,

pelo que
lime,_,0g0 f(x) =1 # 0!

Uma vez que o “limite por valores diferentes” (excluido) é
simplesmente um limite incluido de uma restri¢do da fun-
¢do dada, cabe perguntar como analisar o exemplo ante-
rior a esta luz e tendo em mente o teorema do limite (limi)
da fungdo composta; notemos que a restri¢do f; a R\0 de
f é muito simplesmente, neste caso, a funcdo constante

cf. por exemplo, [9],[5],[2] e [11]; apenas no primeiro manual se dd uma
definicao simultaneamente geral e correcta de limite (lime, em todos os
€asos) e se enunciam correctamente os teoremas relativos a operagoes
algébricas com limites. No segundo, estando bem formulada a definicao,
ja os enunciados dos referidos teoremas estao, em bom rigor, incomple-
tos e no terceiro, para além dos correspondentes teoremas, a propria
definicado ndo € abordada de modo inteiramente correcto. No quarto
manual impdem-se restricdes suplementares aos dominios das funcdes
para as quais se define a nocao de limite; em alguns dos teoremas, para
que figuem correctos, tem de presumir-se que essas restricdes também
se aplicam as func¢des resultado das operacdes algébricas consideradas.
Quanto a continuidade, apenas o terceiro manual ndo impde condi¢oes
suplementares ao ponto em que se define continuidade, mas a definicao
fica incorrecta, e apenas o primeiro e o quarto enunciam as propriedades
algébricas da continuidade de forma coerente com a definicdo adopta-
da (com uma pequena ressalva para o primeiro), mas com restricoes
relativas aos dominios das funcdes consideradas. Em todos os manuais
s3o escassas ou inexistentes as indicagdes relativas a demonstracdes dos
referidos resultados; em nenhum deles se aborda o limite da fungdo com-
posta, resultado tradicionalmente utilizado no Secunddrio, por vezes sob a
forma de “calculo de limites por mudanga de varidvel”.
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igual a 0 nesse dominio, portanto com limite 0 em 0, que é
aderente ao dominio, o mesmo se passando portanto com
g1 = f1. No entanto, como também é ébvio, o dominio de
g1 o f1 é vazio! Assim, nada podemos concluir do teorema
quanto a existéncia de limite da composta em 0, jd que 0
ndo é aderente ao dominio de gj o f1.

A inexisténcia de um teorema para o limite excluido
de uma fung¢do composta com hipéteses razoavelmente
simples e suficientemente geral torna dificil de justificar
determinadas passagens ao limite, numa formulagdo ba-
seada no lime, que sdo trivialmente justificdveis com o
referido teorema, para uma abordagem baseada no limi.
Consideremos, por exemplo, o limite:

lim e¥sen z-

x—0
E facil concluir que limy .o xsen% = 0 (basta notar que
|x sen%| < |x|, para x # 0); admitindo a continuidade da
exponencial, teremos entdo limy_,o eV =¢0 =1, pelo que,
pelo teorema do limite (limi) da composta, concluimos
imediatamente que lim,_,oe* seny _ q,

Podemos também substituir a exponencial por uma
funcdo qualquer com limite em 0, desde que, evidente-
mente, 0 continue a ser aderente ao dominio da composta;

por exemplo, admitindo o limite notdvel lim, o 53+ =1

e notando que hd sucessdes x; a tender para 0 tais que

1 -2
5, nunca se anula (por exemplo, x, = (2n+1)”)r 0

que garante que 0 é aderente ao dominio da composta

Xy sen

abaixo utilizada, podemos imediatamente concluir que:

sen (x sen l)
lim ———2 = 1.
x—=0  xsen %
Ja com o limite excluido como limite bésico, por um lado,
como veremos, ndo se disporia de um teorema de limite
da composta que abrangesse de modo simples todos estes
casos; por outro, se pretendéssemos usar apenas a defi-
ni¢do de continuidade para obter o limite em zero da pri-
meira daquelas “func¢des compostas” ficarfamos atrapa-
lhados, pois tentando usar a defini¢do de Heine de limite e
a defini¢do de funcdo continua baseada no limite excluido,
terfamos de tomar uma sucessdo arbitrdria a tender para
zero por valores diferentes, digamos x;,, e depois verifi-
car o que acontece com a sucessdo das imagens. Embora
soubéssemos que x, sen xl_n tende para 0, como pode néo
ser por valores sempre diferentes de 0 (basta tomar, por
exemplo x; = 2/nr), ndo saberfamos logo o que acontece,

EE o o
por exemplo, a e *" %, pois pela defini¢gdo de continui-
dade de e* em 0 que tem por base o limite excluido apenas

sabemos o que se passa para o limite em 0 de €Y se y,
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tender para 0 por valores diferentes. E claro que no ensino
superior a conclusdo seria, em geral, ficil de obter, por-
que se estaria habituado a trabalhar com propriedades de
limites de sucessdes envolvendo subsucessdes, ou com a
defini¢do de Cauchy de continuidade, mas qualquer des-
sas abordagens obrigaria a trazer esses temas para o Ensi-
no Secunddrio...

Podem encontrar-se alguns enunciados de resultados
relativos a fun¢des compostas com a defini¢do de limite
“por valores diferentes” (ou seja, adoptando o limite ex-
cluido como defini¢do bdsica de limite). Num excelente
manual de Elon Lages Lima ([7]) encontra-se a seguinte
versdo do Teorema do limite da fun¢do composta, no caso
do limite excluido (em que se utiliza a notagdo X’ para o
conjunto dos pontos de acumulagdo de um conjunto X):

Sejam XYCR f: X—>R, g: YR, com
f(X)CY.Sejamaec X ebeY' NY, selimy,, f(x)=0b
e lim, ,, ¢(y) = c tem-se limy, g(f(x)) = ¢, desde que
seja c = g(b).

O enunciado é manifestamente mais complicado do
que o atrds recordado para o limite incluido. E, no entan-
to, mais restritivo; com efeito impdem-se condic¢des su-
plementares aos dominios de f e g (0o que evita ter de se
acrescentar que o ponto a seja de acumulag¢do do dominio
da composta, j& que este dominio, neste caso, coincide
com X) e impde-se além disso que ¢ = g(b), ou seja, que
a funcdo g esteja definida e seja continua em b. Além dis-
s0, a respectiva demonstragdo, com a defini¢do a Heine,
suscitaria as dificuldades apontadas atrds, relativas ao uso
de subsucessdes, o que na prdtica a tornaria dificilmente
acessivel ao Ensino Secundério, quando no caso do limite
incluido a demonstragdo do teorema da composta é uma
simples justificagdo de cardcter imediato, para um aluno
do Secundério que siga esta abordagem dos limites. Além
disso, este teorema do livro de Elon Lages Lima, mais
complicado tanto no enunciado como na demonstragao,
nem sequer se aplica imediatamente ao segundo exemplo
atrds apresentado de cdlculo de limite de uma composta,
em que, logo a partida, ndo estava satisfeita a condigdo
relativa aos dominios, nem sequer a funcdo g estava de-
finida em b.

No artigo atrds referido do Prof. Franco de Oliveira
apresenta-se uma versao mais geral do teorema do lime da
composta em que nédo se colocam restri¢des aos dominios
das fungdes e consequentemente se acrescenta a condicdo
(que é obviamente necessdria) de que a seja de acumula-
¢do do dominio da composta; para além da condicao sufi-



ciente apresentada por Elon Lages Lima enuncia-se uma
condigdo suficiente alternativa para a conclusdo desejada
quanto ao lime da composta, que ¢ a seguinte (adaptando
as notagdes as usadas por Elon Lages Lima):

f(x) # b para todo o x numa vizinhanga de a.

Infelizmente, mais uma vez, este teorema mais abrangen-
te (mas de enunciado ainda mais complexo e de demons-
tragdo igualmente dificilmente acessivel ao Secunddrio)
também ndo se aplica directamente ao referido segundo
exemplo atrds apresentado de cédlculo de um limite de
composta, pois, nesse caso, em qualquer vizinhanga de 0
existe uma infinidade de pontos em que x sen% se anula,
ou seja, em que “ f(x) = b”.

Note-se que, com o limite incluido, o teorema do limi-
te da composta atrds apresentado revela que se existirem
os limites das fung¢des componentes (em condigdes de se
poder formalmente “passar ao limite dentro da composi-
¢do”, no sentido atrds explicitado) uma condigdo necessa-
ria e suficiente para que exista limite da composta e seja
igual ao que se espera, é muito simplesmente que o ponto
em que se calcula o limite seja aderente ao dominio da
composta; todos os casos “que fagam sentido” de calculo
do limite da composta ficam assim abrangidos por este
enunciado extremamente simples e de demostracgdo ime-
diata, bastando em cada caso verificar que o ponto em que
se calcula o limite é aderente ao dominio da composta.

Os teoremas acima apresentados relativos ao limite
excluido da composta, apesar da complexidade acrescida,
ndo se aplicam a todas as situagdes em que existem os [i-
mites incluidos das fun¢bes componentes, nas condigSes
acima expostas, mesmo que, em particular, sejam também
limites excluidos (0 que acontece sempre que os pontos em
que se calculam os limites sdo de acumulagdo dos domi-
nios das respectivas funcdes) e que o ponto em que se cal-
cula o limite seja de acumulagdo do dominio da compos-
ta, ou seja, a situagdes em que o préprio limite excluido da
composta pode ser calculado usando o Teorema relativo
ao limite incluido.

Note-se que, quer a condi¢do de continuidade de g do
teorema acima referido, constante do livro de Elon Lages
Lima ([7]), quer as condig¢des do resultado exposto no arti-
go do Prof. Franco de Oliveira ([10]), ndo sdo necessdrias,
mas apenas suficientes para a existéncia e valor esperado
do limite da composta, embora estas tltimas no universo
mais alargado possivel de pares de fun¢des componentes
e de valores admitidos para os limites. O segundo exem-
plo atrds apresentado mostra que é possivel existirem os

limites (tanto excluidos como incluidos) quer das fungées
componentes quer da fun¢do composta e este tltimo ter o
valor esperado e ndo se verificar nenhuma das condigées
suficientes do teorema exposto em [10].

E possivel colmatar esse “defeito” introduzindo uma
terceira condicdo alternativa e enunciando entdo o seguin-
te teorema de funcdo composta para o limite excluido:

Teorema. Dadas fungdes reais de varidvel real fe g e sen-
do a ponto de acumulagdo de Dgof/ se existirem os limites
excluidos limey_.f(x) =b €R e lime, ,,g(x) =c € R
entdo é condicdo necessdria e suficiente para que exista
e seja igual a c o limite excluido lime,_,,(gof)(x), que se
verifique uma das duas seguintes condi¢ées:

1)b ¢ Dg;

2)b e Dq e, ou g € continua em b, ou existe uma vizi-
nhanga V de a tal que, em (V\{a}) N Dg,y, f ndo toma o
valor b.

Demonstragdo: Seja x,, uma sucessdo de elementos de
Dg,r a tender para a e com x, sempre distinto de a; se
b ¢ Dg, necessariamente (por definigdo de Dgof) f(xn) €
sempre distinto de b e, atendendo aos limites que por hi-
potese tém lugar, esta sucessdo tende para b e consequen-
temente g(f(x,)) converge para c. Supondo agora que
b € Dg e g é continua em b ou que existe uma vizinhanga
de a tal que, em (V\{a}) N Dy, f nio toma o valor b, por
um lado, do mesmo modo f(x;) tende para b, e, por ou-
tro, s6 poderd existir uma subsucessdo x,; de x;, para a
qual se tenha sempre f(x,x) = b se g for continua em b;
se ndo existir tal subsucessdo concluimos imediatamente
da hipétese relativa ao limite excluido de g que g(f(xx))
converge para c¢. Caso tal subsucessdo exista, a mesma
conclusao se pode tirar, pois, por um lado, g é, nesse caso,
continua em b, e portanto, por defini¢do de continuidade,
g(b) = ¢; por outro lado, considerando duas subsucessoes
de x, indiciadas em conjuntos formando uma partigdo de
IN, uma delas, x,, constituida exactamente pelos termos
de x,, para os quais f(x,) = b, concluimos que g(f(xnx))
converge para ¢, ja que é constantemente igual a este valor,
e para a outra subsucessdo a mesma concluséo resulta da
hipétese relativa ao limite excluido de g. Mais uma vez
portanto concluimos que g(f(x,)) converge para c; fica
assim demonstrada a condig¢do suficiente.

Reciprocamente, supondo que existe e é igual a ¢ o li-
mite excluido lime,_,,(gof)(x), que b € Dg e que ndo existe
uma vizinhanga V de a tal que, em (V\{a}) N Dy, fndo toma
o valor b, ou seja, que em qualquer vizinhanga V de a existe
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pelo menos um ponto distinto de a em Dg,r no qual f toma o
valor b, podemos construir uma sucessdo x, de pontos de
Dg,f distintos de a a convergir para a tal que se tem sem-
pre f(x,) = b; entdo, por um lado, pela hipétese acerca do
limite de gof, concluimos que gof(x,) tende para c e por
outro tem-se sempre gof(x,) = g(b), pelo que, necessa-
riamente, ¢ = g(b) e portanto, por defini¢do, g é continua
em b, j& que, por hipétese, ¢ é o limite excluido de g em b.
A condigdo é, assim, também necessdria. O

Este Teorema do [lime da composta, apresentando
uma condigdo necessdria e suficiente, obviamente que jd
se pode aplicar ao exemplo ja diversas vezes referido do
limite
sen (x sen %)

1
X

lim ,

x—=0 X sin
No entanto este novo teorema para além de ainda mais
complexo (jd que acrescenta uma terceira condigdo su-
ficiente, enunciada na primeira alinea, as duas que ja se
tinham introduzido) tem caracteristicas que o tornam
muito pouco ttil (daf talvez nédo se encontrar na literatu-
ra, tanto quanto sei): se utilizado a nivel de uma iniciagdo
a Andlise no Secunddrio teria uma demonstracdo dificil-
mente acessivel, atendendo ao que acima ficou exposto; se
utilizado a nivel do ensino superior, tendo sido abordado,
por exemplo, o estudo das subsucessdes e de alguns re-
sultados simples relativos a existéncia de limite de suces-
sdo envolvendo o referido conceito, ou entdo a defini¢do
de Cauchy de limite, a demonstragdo do teorema ficaria
bastante simples, sendo o enunciado do teorema de certo
modo “desproporcionado”, na respectiva complexidade,
a demonstragdo, sobretudo porque, na pratica, é a condi-
¢do suficiente que se desejaria, em geral, utilizar. Ora um
teorema cuja demonstracdo é tdo ou mais clara ou tdo ou
mais curta do que o enunciado ndo apresenta obviamente
grande utilidade matematica; o tempo perdido a decifrar
e verificar as condi¢des da hipétese em cada caso concreto
poderia ser usado, talvez com vantagem, numa demons-
tracdo directa da tese nesse caso particular...

Continuidade da composta:

Com a defini¢do de continuidade baseada no limite inclui-
do, a continuidade da composta é uma trivialidade, jd que
é coroldrio imediato do teorema do limite da composta,
razdo pela qual aparece nas metas apenas com a mengao
“justificar”, o que se usa quando a demonstragdo pedida é
muito imediata (FRVR 11.2):
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10. Justificar, dadas fungdes reais de varidvel real f e
geac DgO £, que se f € continua em a e g € continua em

a) entdo a fungdo composta ¢ o f € continua em 4.
p 8

Ja com a definigdo usual de continuidade baseada no
limite excluido, mesmo presumindo que se adopta a defi-
nigdo que leva em conta o caso dos pontos isolados, tor-
nar-se-ia dificil a nivel do Ensino Secunddrio demonstrar
este tltimo resultado, mais uma vez por nédo se dispor em
geral de resultados relativos a limites envolvendo subsu-
cessOes.

Esbarrarfamos no mesmo escolho anteriormente de-
tectado e que resulta da “assimetria” inerente a defini¢do
de lime, no sentido em que as sucessdes x, que se tomam
“a tender para 4” ndo tomam o valor 2 mas ndo se impe-
de que as sucessdes f(x,) tomem o valor do respectivo
limite...

Com efeito, se tentdssemos uma demonstragio directa,
ndo incluindo a prévia demonstracdo de resultados ade-
quados envolvendo o conceito de subsucessdo irfamos de-
parar-nos com dificuldades talvez inesperadas apesar do
cardcter intuitivo das conclusdes que é necessério extrair.

Excluindo jé o caso trivial dos pontos isolados do do-
minio de g o f, se x,, for sucessdo de pontos deste dominio
a tender para a (por valores diferentes), f(x,) tende para
f(a), por definicdo de fungdo continua. Teremos agora de
provar que g(f(x,)) tende para g(f(a)); mas ndo basta
aplicar a defini¢gdo de continuidade de g baseada no lime,
pois ndo sabemos se f(x,) toma oundo o valor f(a)... As-
sim, teremos de construir a partir de f (xn) subsucessdes
(designando-as ou ndo assim...) respectivamente com os
termos diferentes de e iguais a f(a), a partir das quais seja
depois possivel concluir que a sucessdo g(f(x,)) tende de
facto para ¢(f(a)).

Note-se ainda que, com o limite excluido, mesmo ten-
tando utilizar um resultado admitido sem demonstragdo
relativo a continuidade da composta para justificar algu-
mas das passagens ao limite anteriormente examinadas,
poderiam surgir outras dificuldades. Voltando a examinar
o limite:
sen (x sen %)

lim T
x—0 =
x— xsen ¢

poderiamos comecar por definir fungdes continuas f e g

dadas por:
sen x
, x#0
flo)=9 * ,
1, x=20



1

xsenzy, x#0
8x) = /
0, x=0
e concluir, pela continuidade da composta, que fog é
continua em 0, donde se deduziria a existéncia e valor do
limite em questdo. Mas note-se que a fungdo original tem
dominio igual a:

===l Ul el W emmanl

ncN cIN
} 1 {
U|—,+o
7T

pelo que 0 nédo é “interior a” nem “extremo de” nenhum
intervalo ndo degenerado de interior contido neste domi-
nio, o que exclui esta funcdo (se for apenas prolongada
ao ponto em que se calcula o limite) do ambito em que a
continuidade era estudada em muitos dos manuais utili-
zados com o anterior programa, embora 0 seja ponto de
acumulagdo do referido dominio. Apenas alguns manuais
abrangiam esta situagdo, mas entre estes também nem to-
dos enunciavam depois correctamente as definigdes e/ ou
alguns dos resultados relativos a fung¢ées continuas.

Terfamos assim ainda de argumentar que a existéncia
e o valor do limite em 0 de f o g implica a existéncia, com
o mesmo valor, do limite em 0 de

sen(xsen )

1
xsen

o que, sendo facil pela defini¢do de limite, poderia ter de
ser feito sem passar pela continuidade desta dltima fun-
¢do (prolongada a 0) e voltando antes ao ambito dos limi-
tes de funcdo, desde que também aqui ndo tivesse havido
restri¢des de dominio que excluissem esta situagao.

Hé que reconhecer que a op¢do de ndo introduzir no
Secunddrio a nogdo de subsucessdo e as propriedades
essenciais dos limites que envolvem essa nog¢do, nem os
limites e continuidade “a Cauchy”, tem um “preco” para
ambas as defini¢ées de limite.

J& vimos que, quanto a continuidade da composta,
esse preco é apenas devido pelo [litme, mas levantam-se
dificuldades semelhantes, desta vez para ambas as defi-
nigdes, se pretendermos justificar as propriedades usuais
envolvendo limites laterais; foi essa a razdo pela qual nas
metas se colocaram tais propriedades sem exigéncia de
demonstragdo, apenas como “saber” (FRVR11-1):

5. Saber, dada uma fungdo real de varidvel
real f e um ponto a aderente ao respetivo domi-

nio Dy, que se a ¢ Dy e se os limites lim, ,,- f(x)

e limy . f(x) existirem e forem iguais, en-

tdo existe o limite limy ,, f(x) e que, nesse caso,
limye g f(x) = limy - f(x) = lim, 0 f(x).

6. Saber, dada uma fungdo real de varidvel real f
e um ponto a € Dy, que se os limites lim, ,, f(x)
e lim, ,,+ f(x) existirem e forem ambos iguais a
f(a), entdo existe o limite lim,_,, f(x) e que, nesse

caso, limy o f(x) = lim, ,,- f(x) = lim, ,,+ f(x).

Um pequeno prego suplementar a pagar pela “nova” definigio:
Quanto a estas questdes hd uma pequena distingdo entre
as duas defini¢Ges, no caso em que se lida com o limite
num ponto a ndo isolado do dominio, pois quanto ao limi-
te excluido o problema reside apenas na possibilidade de
se ter de lidar com sucessdes tomando simultaneamente
valores superiores e valores inferiores ao ponto em que
se calcula o limite, ao passo que com o limite incluido, tais
sucessdes podem ainda tomar esse ponto como valor. Mas
com qualquer delas, sem invocar propriedades envol-
vendo subsucessdes, com os pré-requisitos habituais em
vigor no Ensino Secunddrio, torna-se necessdrio admitir
sem demonstra¢do um resultado como o FRVR11-1.5 atrds
reproduzido.

Jé& quanto a continuidade, com as defini¢gées envol-
vendo o limite excluido, pode concluir-se imediatamente
(por defini¢do) que uma fungéo f é continua num ponto
a ndo isolado do dominio desde que tenha limite (“por
valores diferentes”) nesse ponto igual ao valor da fungdo,
ao passo que com o limite incluido, se apenas soubermos
que existe limite em a, por valores diferentes, igual a f(a),
também neste caso terfamos de utilizar propriedades en-
volvendo subsucessdes para concluir a continuidade. H4
aqui portanto um pequeno preco suplementar a pagar
por se adoptar esta defini¢do, que é afinal “mais exigente”
para se verificar que determinada funcédo é continua num
ponto ndo isolado do dominio.

Exemplifiquemos; para uma fung¢do como:

L, sex <0

f@ =3 1,

-1
x

sex =0

, sex > 0.

Tanto com a definigdo de continuidade baseada no lime
como com a que se baseia no limi, para concluirmos a con-
tinuidade de f em 1 teremos de invocar uma propriedade
envolvendo limites laterais como a acima reproduzida
(FRVR11-1.6) e que, como vimos, dificilmente poderd ser
demonstrada no Secunddrio, ndo se dispondo de proprie-
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dades envolvendo subsucessdes. Jd para uma fun¢do como:

S x#0
f(X)Z{
1, x=0

com a defini¢do de continuidade baseada no limite excluido
é 6bvio que f é continua em 0 por defini¢do, ao passo que
com a definicdo que se baseia no limite incluido é neces-
sdrio também aqui invocar qualquer propriedade como
FRVRI11-1.6.
Ainda poderfamos examinar o seguinte exemplo:
sen /x
T
1, x=0

x>0

f(x) =

Mais uma vez, com a defini¢do baseada no lime é facil ve-
rificar que f é continua, por defini¢do (desde que o limite
em 0 seja considerado conhecido, pois com a abordagem

através do lime, mesmo partindo do limite “notdvel” de

sen x
X

curso directo a defini¢do de limite para justificar a existén-

em 0, dificilmente se poderia dispensar depois um re-

cia e valor do limite de % no mesmo ponto...); com o
limi, neste caso, sendo embora imediato passar do referido
limite notdvel para o limite a direita de fem 0 (invocando
apenas o teorema do limite da composta), ndo bastaria em
seguida invocar FRVR11-1.6, j4 que ndo existe limite a es-
querda... Poderiamos utilizar uma propriedade semelhan-
te envolvendo o limite “por valores diferentes”, ou entdo
comegar por prolongar a fung¢do, por exemplo, por 1 aos
valores negativos de x, aplicar FRVR11-1.6 a essa fungdo e
em seguida concluir que f é continua em 0 por ser restri¢ao
de uma continua...

Assim, hd este pequeno prego a pagar por se substituir
as “antigas” defini¢bes pelas “novas” na abordagem da
nocao de limite no Secundédrio, mas esse preco resulta ape-
nas de, na defini¢do de continuidade, se exigir “menos” (a
partida) quando se usa o lime do que quando se usa o limi
(basta testar o que se passa com um conjunto mais reduzi-
do de sucessdes); em contrapartida, essa menor exigéncia
tem depois como consequéncia, entre muitas outras tam-
bém atrds analisadas, que se torna tarefa mais complexa
(fora do alcance usual do Ensino Secunddrio) justificar um
resultado tdo bdsico quanto a continuidade da composta.
Assim este “preco” parece bastante exiguo em compara-
¢do com o prego de as manter...
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