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ormalmente, o estudo que se

faz em cursos de Geometria
Moderna ou Algebra Linear
sobre rotacdes em R? baseia-se na
sua descri¢do como composigao
de duas reflexdes. Neste artigo
pretendemos apresentar uma
abordagem diferente, estudando
a composicdo de rotagdes em R?
sem recorrer ao uso de reflexdes.

1. SOFTWARES DE GEOMETRIA DINAMICA

Para ilustrar as vérias situagGes consideradas neste ar-
tigo, nés construimos duas applets num software de ge-
ometria dindmica, nomeadamente no Geogebra. Uma
das applets é sobre a composigdo de duas rotagdes. Nessa
applet incluimos seletores que nos permitem escolher um
ponto P qualquer e obter a sua imagem pela composigdo
de duas rotagdes quaisquer (ver figuras 2, 3 e 4). Note-se
que os seletores py e py representam as coordenadas do
ponto P, isto é, P = (py, py). Situagao semelhante aconte-
ce para os centros A e B das rotagdes. A segunda applet é
sobre a composta de trés rotagdes (ver figura 5). Embora
neste artigo apenas se aborde a composta de trés meias-
-voltas, a applet construida permite considerar qualquer
caso de composta de trés rotagdes. Este tipo de applets
pode ser muito ttil na abordagem deste tépico e de tépi-
cos semelhantes. Elas permitem que os alunos explorem
vdrias situages e elaborem conjeturas, antes de as tenta-
rem provar.

2. REDUGCAO DE ROTACOES A ROTACOES EM
TORNO DA ORIGEM.

Dado um ponto A€ R? e um angulo &, vamos denotar
por R4 ) a matriz associada a rotagdo de centro A e am-
plitude a no sentido anti-hordrio, ou seja, se P € RZ, en-
td0 R(44)P € a imagem de P pela rotagdo de centro A e
amplitude « no sentido anti-hordrio (note-se que, como
é usual, estamos a identificar vetores com matrizes colu-
na). Logo, como exemplo,

R _ [cosa —sena
(O.) senx  cosw

onde O denota a origem de IR?. Vamos convencionar que,
caso nada seja dito em contrério, sempre que nos refe-
rirmos a uma rotagdo, estamos a considerd-la no sentido
anti-hordrio.

Qualquer rotagdo em R? pode ser reduzida a rotagao
centrada na origem com a mesma amplitude através de
translagdes. A forma usual é a seguinte: se P; for a ima-
gem de P pela rotagdo de centro A e amplitude g, isto é,
se P} = Ry ,P, entdo podemos obter P;

a) comecando por aplicar a translacdo associada ao
vetor —A ao ponto P, obtendo o ponto P — 4;

b) depois aplicar a rotagdo de centro O e amplitude «
ao ponto P — A, obtendo o ponto Rp (P — A);

c) e, finalmente, aplicar a translagdo associada
ao vetor A ao ponto Rp,(P—A), obtendo o ponto
P = RO,vc (P - A) + A.

Contudo, podemos seguir uma perspetiva diferente.
Note-se que

Pp=RpP=Rp(P-A)+A=

= RO,A,P + (I — RO,zx)A = RO,“P + S A,

onde I é a matriz identidade e Sy =1 — Rp,. Logo,
podemos obter P;

(i) aplicando a rotacdo de centro O e amplitude « ao
ponto P, obtendo o ponto Rp,P;

(ii) e, depois, aplicando a translagdo associada ao
vetor S, A ao ponto Rp , P.
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Figura 1.
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3. COMPOSTA DE DUAS ROTAGCOES

Consideremos duas rotagdes, digamos uma de cen-
tro A e amplitude a« e outra de centro B e amplitude
B. Vamos estudar a sua composicdo sem recorrer ao
uso de reflexdes. Veremos que esta composicdo é uma
translagdo se a4+ B =27 e uma rotagdo caso contrd-
rio. No caso da translagdo, veremos também que o ve-
tor de translagdo pode ser descrito a partir dos pontos
A e B e da matriz Sg. No caso da rotagéo, veremos que
RB,[SRA,A'P = RO,’yP +5,C = RC,A’/P onde y=a+peCé
um ponto que pode ser descrito a partir dos pontos A e B
e das matrizes Sg e S,,.

Note-se que
RpgRawP = Rpg[RoaP + SeA] + SgB

Logo, como Sy, —Sg=Rpp—Ro,=Rog(l—Roa)

= Ro,ﬁsa, temos que
RB,ﬁRA,aP = RO,’yP + (S’y — Sﬁ)A + SﬁB

3.1.Casoy =a+ f =360°

Neste caso, Rp, =15, ¢€é a
RpgRa.P = P+ Sg(B — A), ouseja, estamos na presenga
da translagdo associada ao vetor Sg(B — A). llustramos

matriz nula e

este caso na figura 2.

Uma situagdo particular deste caso acontece quan-
do a=p=180" Note-se que Rpg=—1,S=2I e
RppgRanP = P+2(B— A). Estamos, por_ta)mto, na presen-

= RopgRo,«P + RogScA + Sp ca da translacdo associada ao vetor 2AB. Esta situacdo
= Ro,yP+ Ro,pSaA + SgB estd ilustrada na figura 3.
R = [ 042 05T 6
s 0.57 —0.82 o= 23 "
- .82 057 P
Ron=1| _omy —pmp ) | S Bm3E Ll ieeselaseeens
w3 2) ,
.; 183 057 LW ) Ry ol
Sl I Vertor B F: T, K F) + (5, 8)
g, - (182 -057)

"0 oay Le2 | s ) g A
s = (08 £ SRl A 3 1 4 % 6 7 8 2 O3
Lo © 1} TS e

a_ w=] *\' = ;
b= b, =2
¥4
el

Figura 2: O efeito de R g Ra .« Sobre um ponto arbitrdrio P quando v = @ + f = 360°,
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Figura 3: O efeito de Rp g Ra o sobre um ponto arbitrdrio P quando a = 8 = 180°.
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32.Casoy = a + 8 + 360°
Denotando por Sg a matriz transposta de S, temos que

S%HS’Y = (I - RO,y)T(I - RO,’y) = (I - RO,—'y)(I - RO,'y)
=1-Rp,,—Ro,+1=2(1—-cosv)l,

pois Ro,_o + Rp,, = 2cosy - I. Logo, a matriz S, é inver-
1 T :

msv‘ Se conside-

rarmos agora C = S.'((S, — Sg)A + SgB), concluimos

que

tivel com matriz inversa S; 1=

RpgRaWP = Ro, P+ (Sy—Sp)A+SgB
= RO,’yP +85,C = RC,’yP ’
ou seja, obtemos a rotacdo de centro C e amplitude V.
Finalmente, vejamos melhor a descri¢do do ponto C:
C=(I-5,"'Sg)A+S,'SgB=(I-L)A+LB
onde L =S, 1S = y3—5=5S] Sp.

1—cosy)

Uma situagdo particular com algum interesse surge

quando 7 = & + B = 180°. Neste caso, S;l = %I, pois
Sy=2l,eL=5,155= 1S5 = 31 — R0 p. Assim,

1 1 1 1
C= (§I+ ERO'ﬁ) A+ (EI — ERO'ﬁ) B

A+B A-B
(442 (25

Ilustramos esta situagdo particular na figura 5.

4. COMPOSTA DE TRES MEIAS-VOLTAS
Consideremos trés meias voltas, Ra,. Rpp e Rc,, de
centros A, B e C, respetivamente. Logo a = f =7 = .
Pelos célculos jd efetuados em 4.1,

RcyRpgRAwP = Rcy[P+2(B— A)]
—I[P+2(B— A)]+2IC
=—-P+2(A-B+C) ,

poisRp,, = —IeSy = 21, ouseja, Rc,, Rp gRa P = Rp P

(RN -] p * 200
B Rty P
" e | L I_i_l i.__- I__ L _HI
™ —— —
i =
i, 5 B R
P rg,
VBSOS U ;n'H!III'I'IH e ia Ch

= 056 078 l.n?rl. Ir.wn:ma.m_q - —.-
L=1 _o7s oss | : A as18l  fAe2on
- { =034 -0.94
T 054 =034 ¥ PR, P
R 05, 087 ! vecior - (R ) + g5 Al
A=Y asy ns <
(] n.37 S =] 3 a § & T ®m % m
R | o771 —ons ! i e R
g [ L4 0847 = ' ., O L S G Ly
o4 1.3 B = Bsd
] ———p
2 15 087
3 o LS i :
14 077 i Tl T v
3 | o 144 / . actar ™ Yacon(R,, )« (5 Bl
Figura 4.
1 o}
= l
4ok o= 2.'.51
R, = [ —002 -057
- 0.57 082  nkn
o.e2 B.ST
R = | o]
0.57 .62 . Ad
R | 1 0 I IA'DP
" 0 =k
{182 087 Y
S | —0.57 1.8% |
ois 0.AT
Sa= | 057 b1 |
M v T
o == L 3 )

Figura 5: O efeito de Rg g Ra.o sobre um ponto arbitrdrio P quando y = a + 8 = 180°.
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onde D = A — B+ C. Verificamos assim que a compos-
ta de trés meias-voltas é outra meia-volta de centro no
ponto D. Note-se também que

AB =DC

BC = AD.
Dai, que D seja o quarto vértice do paralelogramo defi-
nido pelos pontos A, B e C (se A, B e C forem colineares,
entdo estamos a considerar um paralelogramo degenera-
do e D também é colinear com estes trés pontos). A figura

6 ilustra este resultado.
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Figura 6: A composicao de trés meias-voltas € outra meia-volta.
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