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O ALBERTO DESCOBRE UMA FAMOSA CURVA

Soécrates maga o escravo de Meno com questdes, até que ele des-
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cubra por si sozinho a relagdo entre comprimento de lado e drea
dum quadrado; Galileu, no seu Didlogo, deixa discutir Salviati, Sagre-
do e Simplicio sobre dois sistemas do Mundo; e Polya interpela no
seu livrinho Como Resolver Problemas por intermédio dum professor
um simples 'aluno'. Todos tém um mesmo objetivo: pela técnica de
questdes criteriosamente escolhidas e argumentos pro e contra,
aproximam os parceiros da conversa, pouco a pouco, ao reconheci-
mento de factos cientificos. Levamos assim o Alberto a descoberta
da catendria! Ndo é preciso muito mais do que o que estd nos pro-

gramas de Fisica e de Matemdtica A do Secundario.

Professor (P): Caro Alberto, visto que tanto te interes-
sas pela fisica como pela matemdtica e ja leste até
sozinho um pouco num manual de Andlise Matemdtica,
como sempre fazem alguns Délficos, levo-te estes dias a
descoberta da equagédo da catendria: daquela curva que é
assumida por uma corrente fixada em dois pontos e que,
de resto, livremente estd pendurada numa parede vertical.

Alberto (A): Isto deve ser complicado. Nao fago ideia de
como eu podia, com os meus modestos conhecimentos,
chegar a descobri-la! Mas a curva tem importancia. Vemo-
-la nas linhas de alta tensdo, nos cabos que fixam os barcos
aos cais, etc. Parecem-me pardbolas.

P: J4 Galileu (1564-1642) suspeitava de que talvez fossem
pardbolas. Mas néo é assim tdo simples: a equacdo corre-
ta da catendria foi descoberta apenas 50 anos apds a sua
morte. Experimenta em casa. Marca o vértice (o ponto
mais baixo da corrente) e tragca uma pardbola que passe
pelo mesmo vértice e os dois pontos fixos duma catendria,
e compara as curvas.

A, um dia depois: Fiz como sugeriu; nas vérias expe-
riéncias, as diferencas sdo minimas. A corrente estd qua-
se sempre um pouco abaixo da correspondente pardbola.
Por isso, se calhar, as diferengas ndo sdo todas atribuiveis
a imperfei¢des da corrente ou a imprecisdes com que
tomamos medidas.

P: Estds a ver! Um célculo exato deverd também levar a
uma férmula cujo grafico se aproxima de baixo a pardbo-
la. Vamos entdo matematizar o assunto. Ja te mencionei o
que fazemos quando um problema parece ser demasiado
complexo...

A: Pois. Disse-me que devemos pensar num problema
mais simples...; um andlogo...; ou algum problema que
tenha algo a ver com aquilo que queremos resolver.

P: E entéo...

A: Bom, podemos, por exemplo, pensar num fio de peso
negligencidvel e alguns pesos fixados nele. Isto vai dar de
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certeza uma linha quebrada. Talvez isto ajude... para cla-
rificar a situagao?

P: Boa ideia! Quantos pesos queres pendurar?

A: Disse-nos que devemos pensar na situagdo mais simples
que ndo seja imediatamente evidente.... Ora, se eu puser
apenas um peso, entdo acho que, independentemente do
peso, a linha quebrada vai ser sempre a mesma — enquanto
o fio ndo rebentar, claro. Por isso, opto por dois pesos.

P: Mas mesmo com um sé peso, podemos perguntar-nos
que forcas o mantém no sitio onde esta.

A: A pergunta parece-me um pouco esttipida... — pego des-
culpas — ... Estd onde estd porque, se o peso é fixado ou
pendurado num ponto P em distancia 7y do ponto fixo A e
r1 do ponto B, digamos, P deve estar evidentemente num
dos pontos de intersecdo das circunferéncias de centros
em A e B e raios rg, r1, respetivamente. E, evidentemente,
nao pode ficar no ponto superior, pois daf iria cair.

P: Ora! Nédo fazemos apenas geometrial O ponto P tem
alguma liberdade para se mexer, mas fica no sitio... Devi-
amos estranhar. Segundo Newton (1642-1727), isto aconte-
ce apenas em situagOes bastante especiais ...

A: Pois, estd bem... a soma das forcas que nele atuam deve
ser zero.

P: E estas sdo?

A: O peso puxa para baixo, mas forgas transmitidas pelo
fio fixado em A e B equilibram este peso.

P: E tu podes determinar estas forgas segundo uma lei que
ja aprendeste hd algum tempo!

A: Pela regra do paralelograma das forgas?

/

/
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/

/
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P: Isso mesmo! Isto significa...?

A: Que as tensdes nos fios devem ser tais que se tem a fi-
gura mostrada: a soma vetorial das forcas que atuam nos
fios deve ser igual ao negativo da forca vertical exercida
pelo peso.

P: Muito bem! Agora podemos atacar o caso de dois pesos.
Este caso 6, de facto, mais complicado; a linha quebrada
que o fio vai assumir ndo depende apenas das distancas
|APy|, |P1P2], |P,B|, mas sobretudo também da magnitu-
de dos pesos. Introduz uma notagdo que seja facilmente
generalizdvel para n pesos, se possivel.

A: Bom. Para tratar dos pesos "em pé de igualdade" vou
denotar os pontos fixos A, B por Py e P; — pois, em equili-
brio, parece-me que quaisquer dois pontos dos P; podiam
ser aqueles onde fixo a corrente — sem que o trogo entre
eles se modifique relativamente a situagdo anterior. A for-
¢a que "puxa" o ponto P; para P; vou escrever como ve-
tor 7; = (;Z) Vai ser, portanto, um vetor paralelo a PITH_{ ;
ou seja, algum multiplo real positivo deste vetor.

Estou jad a pensar em cdlculos que faremos num sistema
cartesiano com eixo yy orientado no sentido contrario da
forga gravitica.

P: OK. Parece-me razodvel. E como queres escrever a forga
vertical que atua no i-ésimo ponto?

A: Se o peso, enquanto escalar positivo, for p;, o vetor que
indique a correspondente forga deve ser escrito p; = (f)pi),
pois ndo tem componente horizontal; e, sua componente
vertical é em sentido contrério do eixo yy. Este facto ¢ in-
dicado pelo sinal negativo.

P: Muito bem. Sdo escolhas notacionais simples e naturais.
Usando a tua notacéo, o facto de que em equilibrio o pon-

to P; ndo se mexe significa o qué?

A: Significa que a soma das forgas que sobre ele atuam é o
vetor zero. Ou seja, significa que temos algo como

() () =0)

? + + = .
i —P 0

P: E nédo sabes o que p6r no lugar com o "?" ?

A: Naéo.
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P: Ora pensa: quando brincas com o teu cdozinho, tu
puxando numa extremidade duma corda, ele na outra,
os dois ficam em equilibrio porque...

A: ... porque nés dois puxamos com a mesma forga em
sentidos contrarios. Nao é assim?

X
Y
exercida no ponto Py em diregdo a P;. Agora deve ser claro

P: Pois! E, segundo as tuas definices, (,7) indica a forga

como a equagdo para o ponto P se 1é. A equagdo para o
ponto P, serd andloga.

A: OK. Portanto as equacdes vdo ser, julgo eu:
X X 0 _ 0
(0 = O
x x 0 _ (0
@) = 0.

E se tivéssemos mais pontos a considerar, terfamos mais
tais equagdes. Mas assim entram cada vez mais incégnitas

Xi, Yi-

P: Pois, parece assustador. Mas olha para as equagdes.

Em principio, podes expressar qualquer (,/) por (,7) s6.

A: E verdade! Da primeira equagéo, obtenho (31); e subs-

tituindo isto na segunda equagdo, obtenho (;ﬁ) Assim
X1 — X0
<y1 a <yo+p1)
X _ X0
(yz o (yo+r11 +r'2)

P: Portanto, tens agora, como sendo as tinicas indetermi-

X ~
nadas, apenas as entradas de (yg) Ora, ndo te esquecas,
X,
Y
tudo nos interessa sdo as posi¢des dos vértices Py, P, ...

os ( z) sdo os vetores das tensdes nos fios. Mas o que sobre-
do poligono...

A: Mas noto que xy, ¥ ainda ficam indeterminados...

P: Bom, as equagdes obtidas sdo genéricas. Sdo vélidas

para quaisquer fios com dois pesos, sejam quais forem as
suas posigdes, sejam quais forem as suas magnitudes...;
e sejam quais forem os pontos onde a corrente € fixada.

A: Estou a ver. Portanto, devemos dar tanto as posi¢des
A, B, ou seja de Py e P53 dos pontos fixos como os compri-
mentos rg, 11, 12 dos trogos, como, finalmente, os préprios
pesos p1, p2. S6 dado todo este input em forma numérica
podemos calcular a linha poligonal que o fio ird assumir.

P: Pois. E, supondo isto tudo conhecido, como podes saber
os vértices?

A: ]J4 sabemos que as forgas atuam segundo a orientacado
. — . X0 — L
dos trogos; ou seja, PyP; serd paralelo a (yo)' PP, serd pa-
ralelo a (;‘} ), etc. Mas sd@o vetores de forgas; a sua norma
tipicamente ndo reflete os comprimentos dos trogos.

P: Ora se tens um vetor ndo nulo qualquer, como podes dar-
-lhe o comprimento desejado sem mudar a sua orientagdo?

A: Divido o vetor pela sua norma e depois multiplico-o
pelo o comprimento que quero. E a norma de um vetor é
dada pela raiz quadrada da soma dos quadrados das suas
componentes.

P: Entdo, obténs para os vértices da linha poligonal que
equagdes?

A: Obtenho P; adicionando a Py o vetor de direcdo (;g)
e de comprimento ry. P,, P3 obtenho de formas andlogas
e assim tenho o sistema

P = Py+ —To (xo

Vx24+yE Yo
P, = P+ (u
2 1+ /x%ij%(yl
Py, = Pt 2 (%

P. Ora P3 é, no nosso exemplo de dois pesos, igual a...
A:E igual a B. Portanto, serd também dado.

P: Exatamente. Assim podes agora, em principio, calcular
a tua linha poligonal. Escreve uma equagdo cuja solugdo te

permita calcular a posi¢do dos vértices!

A: Bom, vejo que xp=x1=2x2, e Y=Y+ p1,
Y2 =Yo+ p1+p2. p1 e p2 conhego. Por isso, sabendo
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também o vetor (;!) = AB ,isto §,
B—A=P;—Py=(P;—P2)+ (Pa—P1)+ (P — P),
obtenho do sistema acima uma equacdo vetorial. Se eu
introduzir a expressao
blwy) = 2+y ' x/x2+r<ly+p1)2 N \/x2+(yrjp1+pz)2’
onde escrevi x, y em vez de xp, Yo, tenho de resolver o se-
guinte sistema de equagdes:

00 = xD(x,y)
0o = yD(x, np1 r2(p1+p2)
? yP(oy)+ VaEp)? V)
Por exemplo: Supondo A = (0,1.3), B= (45,2.1),
ro =151 =24,1p =18, p1 =1, pp = 5, temos
1.5 24 1.8
xX,y) = +
Py VEE Ve VP
e devemos resolver o sistema seguinte em ordem a x e y.
45 = xD(x,y)
_ 10.8
08 = yD(xy)+ \/Z_+(l+y Va2 (6+y)2’

Né&o me parece facil resolver este sistema.

P: Certo. Provavelmentendose pode expressarx,y deforma
elementar em termos dos simbolos 01, 02, p1, p2, 10, 11, 2.
Mas se estas grandezas sdo conhecidas, entdo este tipo de
sistema resolve-se com métodos numéricos; e para mais
pesos existem 6bvias extensdes deste sistema. Em Mathe-
matica®, por exemplo, basta escrever umas poucas linhas
para o resolver. A figura abaixo foi produzida com este
cédigo, usando os valores numéricos mencionados. Podes
verificar que os valores que tiras da figura resolvem o sis-
tema. E, em casa, verifica que a Natureza chega a mesma
solucgéo!

A: Caso me torne engenheiro da construgdo civil, tenho
aqui uma boa opgado. Resultados deste género, julgo eu,
podem ser tteis na construgdo de pontes de suspensdo?

P: Com certeza! Mas voltemos ao nosso problema princi-
pal. Decorre das nossas equagfes uma coisa que é impor-
tante perceber: a componente horizontal das tensées que
atuam no fio é em todos os trogos a mesma: x.

Agora imagina que todos os pesos sdo iguais e estdo pen-
durados em distancias iguais. Por exemplo: o fio tem 1
metro de comprimento e a cada centimetro colocamos um
peso de 1 grama. Mais: assume que o primeiro centimetro
define um trogo horizontal. Diz-me os declives que tere-
mos nos trogos que definem o primeiro, o segundo, o ter-
geiro centimetro...

A: Generalizando equagoes atrds obtidas, temos no caso
de n pesos

<xi)—< 0 >1_01 1
Yi Yotpitp2+---+pi

e 0 "declive" deste vetor é, portanto,

(Yo+p1+p2+---+pi)/x0.

Declive zero no primeiro centimetro significa yy = 0.De-
pois, temos de calcular o "declive" do vetor (;}) Sendo
p1=..=pn =1, obtemos declive 1/x,, depois 2/x,, de-
pois, 3/x...
linearmente com a distancia percorrida ao longo da curva.

Estou a ver: O declive cresce essencialmente

P: Viste uma coisa muito importante. O nosso arranjo as-
semelha-se em muito a uma corrente. A razdo é que cada
elo de uma corrente regular tem o mesmo peso. Se defi-
nirmos a abcissa como sendo 0 no ponto onde a catendria
tem tangente horizontal, entdo o declive da catendria cres-
ce linearmente com o comprimento percorrido ao longo
dessa, partindo da abcissa 0.

A: Ou seja, se a catendria for dada pela fungdo x — f(x), e
I(x) for o comprimento dessa curva até o seu ponto de ab-
cissa x, vamos ter uma equagdo da forma I(x) = c- f'(x),
onde ¢ é um fator de proporcionalidade positivo, pois o
declive cresce com o comprimento. Tal como é o caso com
0s nossos poligonos.

P: Exato.
A: Mas como determino /(x)?
P: Olha a seguinte figura do grdfico de uma fungéo f.

Concordas que o comprimento da linha poligonal inscrita
aproxima bem o comprimento da prépria curva?
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A: Obviamente.
15
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P: E que, portanto, é natural definir o préprio comprimen-
to da curva como o limite de comprimentos de poligo-
nos inscritos, se tornarmos cada vez mais curtos os seus
segmentos?

A: Sim, se este limite existir.

P: OK. Aceita que para curvas suficientemente afdveis se
prova que, seja qual for a sucessdo de parti¢des cada vez
mais finas que consideremos, se obtém um limite bem defi-
nido e que este limite ndo depende da sucessdo. Este limite
comum define-se como o comprimento da curva. Vamos
supor entdo que um intervalo [g, b] é dividido em 1 subin-
tervalos iguais; todos de comprimento A = (b — a) /n. Seja
x a abcissa de um ponto qualquer da parti¢do. Quais sdo as
coordenadas do ponto da curva e do seu sucessor? E qual
é o comprimento do segmento que liga estes dois pontos?

A: Os pontos sdo (x, f(x)) e (x + A, f(x+ A)); e segundo
Pitdgoras, o comprimento que liga estes pontos é dado

pela raiz quadrada de (x + A — x)? + (f(x + A) — f(x))*

P: E como podemos, segundo o célculo diferencial, repre-
sentar f(x+ A) — f(x)?

A: Se f for continuamente diferencidvel, entdo existe
um ¢ no intervalo |x, x + A[ tal que /(&) = Jw_

P: Portanto, o pedido comprimento é...

A /BT FEPR = T+ FE7A

P: E, portanto, o comprimento do poligono de, digamos n
segmentos associado a f, é dado por ...

1+ f'(&;)?A, onde cada &; é um ponto ade-

quado no i-ésimo intervalo.

P: E, como dissemos, quando n vai para infinito, estas
somas convergem. Elas dizem-se...

A: Somas de Riemann!

P: E, como convergem, o limite escreve -se no caso do
intervalo considerado [a, b] por...

A [P TF F2dt.

P: Portanto, se medirmos o comprimento da curva do
ponto 0 até ao ponto x, e, a partir de agora voltando a su-
por que frepresenta a catendria, teremos para o teu /(x):

A:il(x) = [§ 1+ f/(t)2at.

P: Muito bem, estamos a aproximar-nos do fim. Relati-

vamente a funcdo integranda /1 + f/(t)2, a fungdo I(x)
é uma...

A: Primitival

P: Aprendeste um teorema que se diz teorema fundamen-
tal do cdlculo. Se derivarmos a primitiva [ em x, obtemos
o qué?

A:Obtemos I'(x) = /1 + f'(x)2.

P: Por outro lado, I'(x) é, segundo tua equacgdo inicial
I(x) = cf’(x), acima encontrada igual a ...

A: ¢f"(x). Ah! Portanto, a nossa fungéo f satisfaz a equa-
cdo cf"” = /1 + f'2, e portanto também a equagdo
%0 C2f//2 _fIZ =1.

Alguém uma vez me disse que uma tal equagdo em que en-
tram derivadas de fungdes diz-se uma equacdo diferencial.

P: Certissimo! Agora, como ainda ndo aprendeste méto-
dos sistemadticos para resolver tais equagdes, deves usar os
poucos conhecimentos que tens e a imaginagdo para a re-
solver. Repara que do lado direito da equagao *( estd uma
constante. Se derivas %y mais uma vez, obténs, portanto...?

A: Segundo a regra do produto e porque constantes tém
derivada 0, obtenho,

16
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C22fllf/// _ 2f/f// =0, ou seja, f/l(CZf/// _ f/) =0.

Isto significa que para cada x temos f”(x)=0 ou
2 f"(x) — f'(x) = 0. Mas acima vimos cf” = \/1+ f2, 0
que é evidentemente positivo.
Por isso, temos

x:2f"(x) — f(x) = 0.

E agora?
P: Lembra-te: se ndo sabemos fazer progressos,...

A: ... olhamos, por exemplo, para casos especiais. Acho
muito estranho a derivada de f ser mdltiplo de uma outra
derivada de f. Mas, espere 14! Quando faldmos da fungdo
exponencial achei muito curioso que exista uma fungao,
e¥, que é igual a sua prépria derivada. Assim é claro que,
para ¢ = 1, e* é uma solugdo. Possivelmente, alguma mo-
dificagdo de e* resolve a equagdo?

P: Entédo brinca um pouco!

A: A modificagdo 6bvia de e* é
f(x) = weP* + 9. Neste caso, obtemos f'= apef?,
" = ap2efr, f" = ap®eP*. Substituindo estas deriva-
das na equagdo *1, obtemos (c?ap® — aB)eP* = 0, ou seja,

mais

c?p? =1, pois supondo af = 0, obtemos apenas que f é
constante; solugdo que evidentemente podemos descartar.
Assim, ¢ =1 ou cf = —1. Portanto para waq, ap, y1, 72
quaisquer, as fungdes f; = a1e*/¢ + e fo = npe Y/ 4,
sdo solugdes de *1.

P: Pode dizer isto de forma mais elegante usando o concei-
to da "combinacdo linear"?

A: Parece-me claro que toda a combinagdo linear das
fungdes base 1, e¥/¢, e~*/¢, ou seja, qualquer fungdo da
forma -y + a1e*/¢ 4 aye */¢, resolve a equacdo. Isto é de-
vido a que a k-ésima derivada de uma combinacdo linear
de fungodes suficientes vezes diferencidveis é a combinagao
linear das k-ésimas derivadas destas fun¢des com os mes-
mos coeficientes. Fiz exercicios relativamente a questdes
deste género nas paginas 322 e 368 em [6].

P: Muito bem. A tua observagao relativamente a *; é cor-
reta porque nesta equagdo ndo entram quadrados nem po-
téncias superiores de derivadas de f. A equagdo #; é linear
homogénea de ordem trés e de coeficientes constantes.
Sabes de [6] se calhar que tais equagdes tém um espago

de solugdo de dimensdo trés; portanto, a solugdo por ti
proposta é a geral. E agora lembra-te de duas coisas: obti-
vemos a equagao x; porque derivdmos *. Mas querfamos
resolver esta tltima equagdo. Sabemos apenas que toda a
funcdo trés vezes diferencidvel que satisfaz %( satistaz 1.
Mas pode haver fungdes trés vezes diferencidveis que sa-
tisfazem %1 mas que ndo satisfazem #*. Em segundo lugar
podemos esperar férmulas mais "limpas” se procurarmos
aquelas solugdes de *p, que também tenham tangente ho-
rizontal no ponto x = 0. Pois destas férmulas podemos
esperar que mostrem a simetria da catendria, clara por
razdes fisicas, também a nivel formal.

A: Estd bem. Se eu considerar a solugdo geral
f=9+a1e"/c +ape /¢,
obtenho
f’ _ l"c_leX/C _ %efx/c e f” — %gx/c + %}e”‘/c.

Substituindo 2 £ — f/z =1,
entdo muita coisa se corta e fica 4ajay = c?. Agora,

estas derivadas em
querendo tangente horizontal em 0, f'(0) =0, ou seja,
2y 0 & —0/c _ : _ _

“e e Ze /€ = 0. Assim ay = ay, logo &y = +5.

E assim a nossa curva é dada por

f — %(ex/c + e—x/c).

Os paradmetros <, que suprimi, e ¢, ndo tém importancia
maior do ponto de vista tedrico. Sdo determinados, se
bem entendo ideias anteriores, pelo comprimento do fio
e 0s pontos onde este esta fixado. Mais um pardmetro nado
aparece devido ao requerimento f'(0) = 0!. Este permiti-
ria transladar a catendria ao longo da horizontal. Também
noto que a outra escolha para a; dava, face a que ¢ > 0,
uma curva virada para baixo, o que evidentemente nédo é
o0 caso. Se bem que num planeta com forga gravitica repe-
lente pudesse ser...

P: Fantéstico! Esta equacdo €, de facto, a da catendria.
Foi encontrada em resposta a um desafio de Jakob Ber-
noulli, em 1691, por Leibniz, Huyghens e Johann Ber-
noulli, dos maiores luminares do século XVII. Pondo
¢ =1, obtém-se a funcdo cosh(x) = 1/2(e* + ¢~ *), que se
diz cosseno hiperbdélico de x, nome que provém do fac-
to de que, se x/2 define a drea sombrada limitada por
uma hipérbole x> —y?> =1, o eixo xx, e uma reta pela
origem, tal como na figura mostrada, entdo cosh(x) é
o comprimento do segmento da origem até a projecdo
do ponto P, intersegdo de reta e curva, sobre o eixo xx.
Nota que o cosseno usual cos(x) podia ser analogamente
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definido usando a drea de um setor circular em vez do
usual comprimento de um arco. O nome "catendria" alids
provém do latim "catena”, que significa corrente.

A nossa dedugdo da catendria ndo é particularmente ele-
gante. Saltdmos a discussdo de algumas subtilezas e podi-
amos ser acusados aqui e ali de falta de rigor. Mas foi mais
importante mostrar-te os principios que fundamentam a
sua dedugéo e incentivar-te a fazer o uso maximo dos teus
ainda modestos conhecimentos: numa palavra, treinar-te
na resolucdo de problemas e acreditar nas tuas capaci-
dades. Modernas dedugdes (ver, e.g. [1, p. 480]), chegam
muito cedo a uma equagdo diferencial — usualmente di-
ferente da nossa - e resolvem-na doutra maneira. Pode
deduzir-se a catendria também de forma inteiramente
diferente invocando os principios minimais da Natureza.
No caso presente procurar-se-ia a curva cujo baricentro
tenha, dadas as 6bvias restri¢des, a menor altura possivel
- ou seja, a curva que tenha energia potencial minima - e
aplicava-se o cdlculo das variagdes, uma fascinante drea
da matematica criada por Euler (1707-1783) e Lagrange
(1736-1813). Alguma da sua matematica e da sua histéria
é contada em [4], [5]. A catendria tem vdrias ligagGes com
outros objetos geométricos interessantes: Por exemplo, se
perguntarmos qual a curva por dois pontos fixos que, por
rotagdo em torno do eixo xx, gera uma superficie de drea
minima, a solugdo, encontrada por célculo das variagoes,
é uma catendria. A evoluta da catendria, obtida cortando-a
no seu vértice, define uma curva chamada tractriz, porque
esta também se obtém puxando uma extremidade dum fio
ao longo do canto de uma mesa, sendo que na outra extre-
midade estd fixado um peso que escorrega sobre a mesa.
A tractriz, por sua vez, quando rodada em torno desse
canto, define uma superficie de revolugdo, dita pseudos-
fera, que tem curvatura gaussiana negativa constante.
E a superficie "oposta" de uma esfera. E a pseudosfera

foi usada em 1868 por Eugénio Beltrami (1835-1900) para
construir um dos primeiros modelos de uma geometria
ndo-euclidiana e, assim, definitivamente mostrar a sua
existéncia... E talvez mais liga¢bes surpreendentes exis-
tam! Bom, fiquem estes tépicos para vindouros estudos
teus. Despeco-me por hoje, mostrando-te que uma paré-
bola que tem as mesmas extremidades e o mesmo vértice
que uma catendria fica muito perto dela: a catendria é a
curva verde por baixo da pardbola preta. Por nimeros,
por exemplo, cosh(0.6) = 1.1854, enquanto a associada
pardbola t — 0.5432 + 1, tem no ponto 0.6 o valor 1.1954.
(Atencdo: A intersecdo dos eixos estd no ponto (0, 1),
cosh(x) ndo passa por (0, 0).)
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