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objetivo deste texto
O é expor alguns
conceitos e regras bdsicas
que, aplicadas de forma

sistemadtica, permitam

resolver qualquer problema
de SUDOKU.

1INTRODUCAO

Como é do conhecimento geral, o jogo do SUDOKU é um
quebra-cabegas, de origem japonesa, que consiste numa
tabela de 9 x 9 células, a qual esta dividida em 9 quadra-
dos pequenos de dimensdo 3 x 3 (ver fig. 1).

Neste texto designarei por conjunto fundamental cada
um dos seguintes conjuntos de 9 células: uma linha, uma
coluna ou um quadrado pequeno da tabela.

Evidentemente, numa tabela de SUDOKU existem 27
conjuntos fundamentais: 9 linhas, 9 colunas e 9 quadrados.

Definido o conceito de conjunto fundamental, a regra
principal do SUDOKU pode ser formulada da seguinte
maneira:

Cada digito i € 1,...,9 aparece uma e s6 uma vez em cada
conjunto fundamental da tabela.

O objetivo do jogo é preencher totalmente a tabela, ob-
servando a regra principal.

Para garantir que um problema tem solugéo tinica, na
tabela inicial estd preenchido um certo nimero de células
(geralmente entre 20 e 30, conforme o grau de dificuldade
do problema).

Se o problema estiver corretamente formulado, ele de-
veréd ter solugdo tnica; mas também existem problemas
que nao tém solugdo ou que admitem multiplas solugdes .

Em [1] e [2] foi provado que um problema de SU-
DOKU com solugdo tnica tem, pelo menos, 17 células
preenchidas na tabela inicial. No entanto, o ntimero da
células preenchidas, por si s6 ndo garante a unicidade de
solucdo. Na realidade, pode construir-se até uma tabela
com 77 células preenchidas que admite mais do que uma
solugdo.
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Figura 1. Tabela de Sudoku.

Hoje em dia, 0 SUDOKU estd profusamente difundido
por todo o mundo: existem milhares de publica¢gdes so-
bre o jogo em muitas linguas diferentes e até se realizam
competigdes internacionais da modalidade. De referir um
interessante artigo sobre SUDOKU na Wikipedia. Além
dos artigos jd citados, gostaria ainda de mencionar [3] e
[4], onde os leitores poderdo encontrar mais informagoes
sobre este jogo apaixonante.

2 CONJUNTO DE POSSIBILIDADES
Atécnica de resolugdo que se propde baseia-se no conceito
de conjunto de possibilidades.

Defini¢do. Chama-se conjunto de possibilidades de uma
célula ao conjunto de digitos que podem preenché-la, de
acordo com as regras do jogo. Representaremos o conjun-
to de possibilidades da célula c por p(c).

Na tabela inicial, se uma célula tiver as coordenadas
(i, j) e pertencer a um certo quadrado Q, entdo o conjunto
das possibilidades dessa célula é constituido pelos digi-
tos de 1 a 9 que ndo ocorrerem em nenhuma entrada da
linha 7, da coluna j, ou do quadrado Q.

Ao longo do processo de resolugdo do problema, os
conjuntos de possibilidades das células sdo reduzidos, de
acordo com novas regras que vamos estudar.

Evidentemente, se o conjunto de possibilidades de
uma célula for um conjunto singular, entdo a célula en-
contra-se resolvida, isto é, existe uma tinica maneira cor-
reta de a preencher. Assim, um problema estard resolvido
quando todas as células da tabela estiverem resolvidas.
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Exemplo 1. Suponhamos que na linha 2 da tabela ja es-
tao preenchidas células com os digitos 1, 2, 3; na coluna
3 ja estdo preenchidas células com os digitos 4, 5, 6; e no
primeiro quadrado dessa tabela estdo preenchidas células
com os digitos 7, 8 (ver fig. 2). Nesse caso, o conjunto de
possibilidades da célula (2, 3) é constituido apenas pelo
digito 9, ficando a célula resolvida com esse digito.

Como ja foi dito, no inicio de cada jogo existe um certo
nuimero de células resolvidas, o que naturalmente implica
certas restri¢bes aos conjuntos de possibilidades das res-
tantes células. A primeira coisa a fazer, portanto, é deter-
minar o conjunto de possibilidades de cada célula ndo re-
solvida. Ao fazé-lo, possivelmente, algumas dessas células
ficardo imediatamente resolvidas (como no exemplo 1).

O método que se propde é por etapas, tentando redu-
zir sucessivamente o cardinal do conjunto de possibili-
dades de todas as células, até que todos os conjuntos de
possibilidades sejam singulares. Para isso, vamos definir
um conjunto de conceitos e regras, resultantes da regra
principal do SUDOKU.

o

4

Figura 2. llustracdo do exemplo 1: pretende-se determinar o
conjunto de possibilidades da célula (2, 3).

3 REGRA DA UNICA OCORRENCIA

Ja sabemos que uma célula fica resolvida quando o con-
junto de possibilidades é singular. Além disso, existe outra
situacdo em que uma célula fica imediatamente resolvi-
da: se houver um digito que ocorre apenas no conjunto
de possibilidades de uma das células dum certo conjunto
fundamental. Nesse caso, obviamente, esse digito consti-

tui a solugdo dessa célula (doutro modo, o digito referido
ndo ocorreria no conjunto fundamental em causa, violan-
do aregra principal do SUDOKU).

Exemplo 2. Suponhamos que a célula (i, j), do quadrado
Q, tem o conjunto de possibilidades p(i,j) = 1,2,3; e que
o digito 3 ndo pertence ao conjunto de possibilidades de
nenhuma outra célula da linha i (ou da coluna j, ou do
quadrado Q). Nesse caso, a célula (i, j) serd preenchida
pelo digito 3 (descartando-se as possibilidades 1 e 2).
Designaremos esta regra por regra da tinica ocorréncia.

4 SUB CONJUNTOS INDEPENDENTES

A existéncia de um conjunto de possibilidades singular e
aregra da tnica ocorréncia permitem-nos imediatamente
resolver uma célula. No entanto, além destas, existem ou-
tras regras que, ndo permitindo imediatamente resolver
uma célula, permitem reduzir o cardinal dos conjuntos de
possibilidades de algumas células.

Para formularmos essas regras vamos comegar por de-
finir subconjuntos independentes de células e de digitos.
Suponhamos que num certo conjunto fundamental exis-
tem duas células (designemo-las por A e B), para as quais
o conjunto de possibilidades coincide e é constituido ape-
nas por dois digitos: p(A) = p(B) = {d;,d2}. Nesse caso,
dizemos que as células A, B formam um subconjunto in-
dependente de duas células.

A existéncia de um subconjunto independente de
duas células significa que os digitos di, dy s6 podem
ocorrer nessas duas células (e ndo em nenhuma das ou-
tras células do mesmo grupo fundamental). Esta regra,
que designaremos por regra das duas células, permite-
-nos descartar todas as ocorréncias dos digitos dy, d» nos
conjuntos de possibilidades das outras células do mesmo
conjunto fundamental, reduzindo assim esses conjuntos
de possibilidades.

Exemplo 3. Suponhamos que na mesma linha (ou co-
luna, ou quadrado) existem quatro células com os se-
guintes conjuntos de possibilidades: p(A) = {5,6},
p(B) = {1,2,3,4,5,6}, p(C) = {56}, p(D)= {5,6,7,8}.
Neste caso, os conjuntos de possibilidades das células A e
C tém cardinal 2 e coincidem, pelo que estas duas células
formam um subconjunto independente. Por conseguinte,
os digitos 5, 6 s6 podem ocorrer nessas duas células. As-
sim, a aplicagdo da regra das duas células faz com que os
conjuntos de possibilidades das células B e D passem a ser

p(B) ={1,2,3,4}, p(D) = {7,8}.
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De forma anéloga se define um subconjunto indepen-
dente de dois digitos. Suponhamos que dois digitos dj, da
ocorrem apenas nos conjuntos de possibilidades de duas
células (c1, ¢z) do mesmo conjunto fundamental (ndo ocor-
rendo no conjunto de possibilidades de nenhuma outra
célula desse conjunto). Entdo diz-se que os digitos dy, dp
formam um subconjunto independente de dois digitos,
associado as células c;, cp. Note-se que os conjuntos de pos-
sibilidades das células c;, ¢; poderdo a partida ter outros
digitos além de d; e d.

A importancia da existéncia de subconjuntos indepen-
dentes de dois digitos consiste em nos permitir reduzir o
conjunto das possibilidades das células correspondentes.
Isto é, nas células em que ocorrem os digitos dy, da, 0 con-
junto de possibilidades deixard de ter outros digitos que
néo sejam esses. A esta regra chamaremos a regra dos dois
digitos. Isto explica-se porque, se os digitos dy, d, ndo apa-
recem em mais nenhuma célula do mesmo conjunto funda-
mental, entdo eles terdo de preencher estas duas células e
nelas ndo podera ocorrer qualquer outro digito.

Exemplo 4. Suponhamos que na mesma linha existem
duas células A e B, tais que os seus conjuntos de possibi-
lidades sdo p(A) = {1,2,3} e p(B) = {2,3,4}; suponha-
mos ainda que os digitos 2, 3 ndo figuram nos conjuntos
de possibilidades de nenhuma outra célula da mesma li-
nha. Nesse caso, os digitos {2, 3} formam um subconjun-
to independente de dois digitos, associado as células A, B.
Da aplicagdo da regra dos dois digitos resulta que os con-
juntos de possibilidades das células A e B passam a ser
iguais: p(A) = p(B) = {2,3} (sendo descartadas as outras
possibilidades das células A e B).

Da mesma forma que se definem os subconjuntos in-
dependentes de duas células e de dois digitos, podem ser
definidos conjuntos independentes de k células e k digitos,
com k = 2,3,...,8. A defini¢do é a seguinte:

As células cy, ¢y, ..., cr (do mesmo conjunto fundamental)
formam um subconjunto independente se e s se o cardinal da reu-
nido dos conjuntos de possibilidades dessas células for k, ou seja,

p(cl) UP(CZ) Uu---u P(Ck) = {dlle/"'/dk}/

onde dq,dy, ..., dy sdo k digitos distintos.

Uma vez definido um conjunto independente de k cé-
lulas, a regra das k células pode ser formulada do seguinte
modo:

Se as células cq,ca, ..., cx formarem um subconjunto inde-
pendente, tal que a reunido dos seus conjuntos de possibilidades
seja {dy,dy, ..., dy, entdo os digitos dy,ds,...,dy ndo podem

ocorrer nos conjuntos de possibilidades das outras células do mes-
mo conjunto fundamental.

E fécil verificar que, no caso de k = 2, esta regra se reduz
aregra das duas células, anteriormente formulada.

Exemplo 5. Suponhamos que A, B, C sdo célu-
las do mesmo conjunto fundamental, tais que
p(A) = {2,3}, p(B) = {1,3}, p(C) = {1,2}. Neste caso, te-
mos p(A) U p(B) U p(C) = {1,2,3}, ou seja, o cardinal da
reunido é 3, igual ao nimero de células. Logo, as células
A, B, C formam um subconjunto independente de trés cé-
lulas. Suponhamos que no mesmo conjunto fundamental
existem as células D, E, F com os conjuntos de possibilida-
des p(D) = {2,3,4}, p(E) = {1,3,5,6}, p(F) = {1,2,5,6}.
Pela aplicagdo da regra das trés células, estes conjuntos de
possibilidades ficariam reduzidos a p(D) = 4, p(E)={5,6},
p(F) =5,6. Em particular, a célula D ficaria resolvida.
p(E)={5,6},

Finalmente, defina-se um subconjunto independente
de k digitos.

Diremos que os digitos dq,d>, . .
to independente de k digitos, associados as células c1, ¢y, . . ., cx de
um certo conjunto fundamental, se cada um esses digitos figurar,
pelo menos, no conjunto de possibilidades de uma dessas células,
e se ndo figurar em nenhum conjunto de possibilidades, corres-
pondente as restantes células do mesmo conjunto fundamental.

Por analogia com a regras dos dois digitos, pode formu-

., dy formam um subconjun-

lar-se a regra dos k digitos:

Se os digitos dy,dy, ..
independente, associado as células ¢, ¢y, . . ., ¢ dum certo
conjunto fundamental, entdo nos conjuntos de possibilida-
des dessas células ndo poderdo figurar outros digitos, além
de dl,dz,. . .,dk.

., dj formarem um subconjunto

Exemplo 6. Suponhamos que A, B, C sdo células da mes-
ma linha, tais que p(A)={2,3,5}, p(B)={1,3,4},
p(C) = {1,2,6}. Suponhamos ainda que os digitos 1, 2, 3
nédo figuram nos conjuntos de possibilidades de nenhuma
das restantes seis células da mesma linha. Ent&o, os digitos
1, 2, 3 formam um subconjunto independente (associado as
células A, B, C). Uma vez que os digitos 1, 2, 3, formam
um subconjunto independente, ao aplicar a regra dos trés
digitos, os conjuntos de possibilidades das células asso-
ciadas a este subconjunto passariam a ser p(A) = {2,3},

p(B) = {1,3}, p(C) = {1,2}.

E importante assinalar o seguinte. De cada vez que se
deteta um subconjunto independente de k células ou de k
digitos e se aplica a regra correspondente, o conjunto fun-
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damental considerado fica dividido em dois subconjuntos
independentes (um com k células, outro com 9 — k), con-
juntos esses que podem, por sua vez, estar (ou vir a ser)
subdivididos, se o conjunto de possibilidades de uma das
células vier a ser reduzido. Por isso, ao reduzir os conjun-
tos de possibilidades das células, estamos também a definir
particdes do conjunto fundamental, em subconjuntos cada
vez mais pequenos.

5 COMPLEMENTARIDADE DE SUBCONJUNTOS
INDEPENDENTES

Como foi referido na secgdo anterior, existem subconjuntos
independentes de k células e de k digitos, com k entre 2 e 8.
Por outro lado, é de referir que qualquer célula resolvida
(com um conjunto singular de possibilidades) pode ser con-
siderada um subconjunto independente de uma célula. Do
mesmo modo, se numa certa célula A se verifica um caso
de tinica ocorréncia do digito d, também se pode dizer que
esse digito forma um subconjunto independente, associado
a céula A. Desse modo, as regras de resolucdo de células re-
sultantes do conjunto de possibilidades singular e da ocor-
réncia Gnica podem ser consideradas regras de uma célula e
de um digito.

Assim, verificamos que existe uma relagdo importante
entre os subconjuntos independentes de uma célula (cé-
lulas resolvidas) e os subconjuntos independentes de oito
digitos, que passamos a referir. Se a célula c¢; de um certo
conjunto fundamental tiver o conjunto de possibilidades
p(c1) = {d1}, entdo os restantes oito digitos dy, ..., dg vdo
figurar apenas nos conjuntos de possibilidades das células
¢, ..., Cg, pelo que, segundo a nossa definigdo, esses oito di-
gitos vao formar um subconjunto independente, associado
as referidas células.

Do mesmo modo, quando se verifica a tinica ocorréncia
do digito d| na célula c;, de tal maneira que esse digito for-
ma um subconjunto independente, entdo as restantes oito
células do mesmo conjunto fundamental formam um sub-
conjunto independente (ja que a reunido dos conjuntos de
possibilidades dessas oito células produz os oito digitos
{dy, ..., d9}).

Destas duas propriedades podemos concluir o seguinte:

» & equivalente aplicar a um certo conjunto funda-
mental uma regra de uma célula ou uma regra de oito di-
gitos.

» & equivalente aplicar a um certo conjunto funda-
mental uma regra de um digito ou uma regra de oito células.

Neste sentido, podemos dizer que existe uma relagio de
complementaridade entre subconjuntos independentes de um e
de oito elementos. Obviamente, os subconjuntos indepen-
dentes de um elemento (uma célula ou um digito) sdo muito
mais féceis de detetar, por isso, podemos descartar a pes-
quisa de subconjuntos independentes de oito células ou de
oito digitos.

Generalizando um pouco, podemos constatar que existe
amesma relacdo de complementaridade entre subconjuntos
independentes de k células e subconjuntos independentes
de 9 -k digitos (k = 1,2,...,8). Mais precisamente, se as cé-
lulas ¢y, ..., cy de um conjunto fundamental formarem um
subconjunto independente, de tal modo que a reunido dos
conjuntos de possibilidades dessas células produz o con-
junto {d;, ..., d;}, entdo o conjunto de digitos {dy,1,...,d9
} também forma um subconjunto independente (de 9 — k
digitos).

As relacdes de complementaridade e a equivaléncia en-
tre a aplicacdo da regra das k células e a regra dos 9 — k digi-
tos levam-nos a seguinte conclusao.

Para detetar todos os subconjuntos independentes de um certo
conjunto fundamental, e aplicar todas as regras posstveis, basta de-
tetar todos os subconjuntos independentes de uma a quatro células
e todos o0s subconjuntos independentes de um a quatro digitos, e
aplicar as regras correspondentes.

Por outras palavras, ndo é necessario aplicar regras com
mais de quatro células ou de quatro digitos, uma vez que
essas regras sao equivalentes a outras, com menor ntimero
de elementos.

Esta conclusdo tem um grande significado pratico,
quando se trata de aplicar sistematicamente as regras de
simplificagdo, até conseguir resolver um dado problema de
SUDOKU.

6 ALGORITMO DE RESOLUGCAO

Uma vez conhecidas todas as possiveis regras de simpli-

ficacdo do SUDOKU, podemos formular uma estratégia

que nos permite, em principio, resolver qualquer proble-

ma de SUDOKU (desde que ele tenha solugéo dnica).
Para isso, vamos supor que sabemos executar as se-

guintes operagdes elementares:

» dado um certo conjunto de células preenchidas,
construir os conjuntos de possibilidades de todas as ou-
tras células.

» conhecidos os conjuntos de possibilidades das célu-
las de um conjunto fundamental, detetar todos os subcon-
juntos independentes de uma a quatro células e de um a
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quatro digitos.

» encontrado um certo subconjunto independente,
aplicar a respetiva regra (transformando os conjuntos de
possibilidades das células envolvidas).

O algoritmo consiste em aplicar sucessivamente estas
trés operacoes , até que ndo seja possivel aplicar mais ne-
nhuma das regras acima descritas.

Note-se que o processo de resolugdo terd sempre de
ser um processo iterativo e que o ntimero de passos a rea-
lizar ndo é, a partida, conhecido.

De facto, de cada vez que se aplica uma regra a um
certo conjunto fundamental, isso produz alteragdes nos
conjuntos de possibilidades ndo sé desse conjunto funda-
mental, mas também de outros que fazem parte da mesma
tabela. Por isso, depois de aplicar uma regra, é sempre ne-
cessdrio atualizar os conjuntos de possibilidades de todas
as células afetadas. Por sua vez, sempre que se altera os
conjuntos de possibilidades de alguma célula, podem sur-
gir novos subconjuntos independentes nos conjuntos fun-

considerar 27 conjuntos fundamentais.

Suponhamos que na configuragéo inicial os conjuntos
de possibilidades das nove células sdo os que se enume-

ram na segunda coluna desta tabela.

Pela andlise destes conjuntos de possibilidades, conclu-
fmos que a regra da tinica ocorréncia se aplica a célula G,
jé que o digito 9 figura apenas no conjunto de possibilida-
des desta célula. Assim, neste caso, o primeiro passo da
resolugdo consiste em aplicar esta regra, o que nos leva a
resolugdo da célula G (o conjunto de possibilidades desta
célula fica reduzido ao nimero 9, como se vé na terceira

coluna da tabela).

O segundo passo da resolugdo consiste em detetar que
as células A, B, C formam um subconjunto independen-
te, tal que a reunido dos seus conjuntos de possibilidades
resulta no conjunto {1, 2, 3}. Consequentemente, ao apli-
car a regra das trés células, os conjuntos de possibilidades
passam a ter a composicdo indicada na quarta coluna. Em
particular, verifica-se que a célula D fica resolvida com o

nuamero 4.

damentais a que essa célula pertence (ndo esquecer que
cada célula pertence a trés conjuntos fundamentais: uma
linha, uma coluna e um quadrado).

Analisando os conjuntos de possibilidades resultantes
do segundo passo, verifica-se que as células E, F formam
um subconjunto independente, com o conjunto de possibi-
lidades {5, 6}. Assim, para efetuar o terceiro passo da reso-
lugdo, aplica-se a regra das duas células, o que nos leva aos
conjuntos de possibilidades que constam da tltima coluna.

Parailustrar o algoritmo proposto, vejamos o seguinte
exemplo.

Exemplo 7. Consideremos o conjunto fundamental des-
crito na tabela 1. Para sermos concisos, neste exemplo
analisaremos apenas um conjunto fundamental, embora,

Analisando esta coluna, verifica-se que o grupo fun-
damental ficou decomposto em cinco subconjuntos inde-
pendentes: {A, B, C}, {D}, {E, F}, {G}, {H,I}. Nenhum des-
tes subconjuntos independentes contém um subconjunto
independente menor, pelo que nesta fase ndo é possivel
realizar qualquer outra transformagéo neste grupo funda-

como se sabe, num problema de SUDOKU seja necessério

Tabela 1. Descricdo do exemplo 7. Cada coluna da tabela re-
presenta os conjuntos de possibilidades das células depois de
efetuado o passo correspondente.

A 2,3 2,3 2,3 2,3

mental. Entretanto, as células A, B, C, E, F, H, I continuam
por resolver. Essas células poderdo vir a ser resolvidas, se
os seus conjuntos de possibilidades forem reduzidos, em
consequéncia de transformacgoes realizadas noutros gru-
pos fundamentais.

Assim, o passo seguinte da resolugdo do problema

B e b3 b3 oo seria atualizar os conjuntos de possibilidades das células
¢ L2 1.2 1,2 L2 dos outros conjuntos fundamentais, e passar a analisar um
D 2.3 4 2,3,4 4 4 desses conjuntos.
E 1.3.5.6 1.3.5.6 56 56 O Exemplo 7 rr}ostra-nos como aplicar as regras de re-
solugdo a um conjunto fundamental, decompondo-o no
o 1,2,5,6 1.2,5.6 o & 2 © maior nimero possivel de subconjuntos independentes.
G 1,2,4,9 9 9 9 Mas ndo permite responder a seguinte questao: serd pos-
H 1,3,578 1,3,578 578 7,8 sivel através deste algoritmo resolver totalmente qualquer
I 2,6,7,8 2678 678 7,8 problema de SUDOKU?

A resposta é: sim, é possivel, desde que o problema
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tenha solu¢ao tnica. Para o provar, baseamo-nos nos se-
guintes argumentos. Como vimos, a sucessiva aplica¢do
do algoritmo permite-nos decompor cada conjunto fun-
damental em subconjuntos independentes cada vez mais
pequenos. Este processo termina quando se verifica uma
das seguintes trés situagoes :

1. Cada grupo fundamental fica decomposto em nove
sub-grupos independentes de uma célula. Neste
caso, o problema fica resolvido.

2. Ap6s realizadas todas as transformagdes possiveis
em todos os conjuntos fundamentais, e depois de
actualizados os conjuntos de possibilidades de to-
das as células da tabela, restam subconjuntos inde-
pendentes com mais do que uma célula. Neste caso,
o problema admite multiplas solugGes. Com efeito, a
existéncia de um subconjunto independente ndo sin-
gular implica que existem diferentes possibilidades
de preencher a tabela.

3. Numa certa etapa do processo ,surge um conjunto de
possibilidades vazio. Neste caso, o problema é evi-
dentemente impossivel (ndo tem solugéo).

7 CONCLUSAO

Neste texto ndo foi tratada uma questdo importante: a
eficiéncia do algoritmo descrito. Com efeito, para a pra-
tica ndo basta ter a garantia de que um certo algoritmo
nos conduz a solugéo do problema. E essencial ter uma
estimativa do ntimero de operacdes que a resolugdo exige.
Esta é uma questdo complexa para o problema em causa.

Com efeito, a pratica mostra que a rapidez da resolu-
¢do pode variar muito para o mesmo problema. Ela de-
pende, entre outras coisas, da ordem pela qual sdo consi-
derados os conjuntos fundamentais. Uma regra heuristica
simples que pode ajudar bastante é a seguinte: comegar
por analisar os conjuntos fundamentais que tém mais cé-
lulas resolvidas.

Finalmente, poder-se-a objetar que o algoritmo aqui
descrito é demasiado complicado e que os problemas de
SUDOKU podem ser resolvidos sem tanto formalismo.
Isso é verdade, até certo ponto. Quando se trata de pro-
blemas de dificuldade baixa ou média, uma abordagem
‘intuitiva’ poderd eventualmente ter sucesso. Mas para
problemas de dificuldade elevada, a experiéncia de cerca
de dez anos diz-me que a garantia do sucesso estd numa
abordagem rigorosa do problema, isto é, em termos mate-
maticos, como aqui se tentou fazer.
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