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Intersectando circulos pode obter-se um tridngulo?

m conjunto S no plano diz-se convexo se, quaisquer

que sejam os pontos x e y de S, o segmento de recta
com extremos em x e y estiver totalmente contido em S.
Exemplos simples de conjuntos convexos sdo os triangu-
los, os quadrados e os circulos.

E 6bvio que a intersecgio de qualquer familia de con-
juntos convexos é ainda um conjunto convexo. Por exem-
plo, a interseccdo de qualquer familia de circulos é um
conjunto convexo.

Uma pergunta interessante nasce de uma espécie de
reciproco da afirmagdo anterior: que conjuntos convexos
podem obter-se intersectando circulos? Esta pergunta é o
objecto da presente nota.

A resposta é curiosa: essencialmente todos os conjun-
tos convexos se podem obter como intersecgdes de circu-
los, desde que naturalmente nos restrinjamos a conjuntos
convexos limitados (ja que qualquer circulo é um conjunto
limitado).

A afirmagdo anterior é, a primeira vista, surpreenden-
te: como é que, por exemplo, um tridngulo pode ser uma
intersec¢do de circulos? Mas basta pensar uns segundos
para perceber o que estd em causa.

Tomemos entdo um triangulo qualquer, fechado no
sentido topoldgico, isto é, contendo a sua fronteira (su-
posicdo que faremos para todos os conjuntos neste texto).
A afirmagéo precisa que fazemos é que o tridangulo é exac-
tamente igual a intersec¢do dos circulos que o contém.
E evidente que o tridngulo estd contido em tal intersecgzo.
Provemos agora que essa intersecgdo é igual ao tridngu-
lo. Se ndo fosse, existiria pelo menos um ponto p fora do
tridangulo mas pertencendo a todos os circulos que con-
tém o tridngulo. Mas é simples perceber que, escolhendo
o centro do lado oposto a p e suficientemente longe, se
consegue encontrar um circulo contendo o tridangulo mas
deixando p de fora.
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O raciocinio que acabamos de ver pode ser generali-
zado para um espago vectorial real E de dimensdo finita
com produto interno. Uma boa referéncia para o estudo de
conjuntos convexos nesse contexto é o livro [1].

Teorema. Seja S um conjunto convexo fechado limitado
em E. Entdo S é igual a intersecgdo de todas as bolas fecha-
das que o contém.

Denotamos por (-, -) o produto interno e por|| - || a cor-
respondente norma.

Seja p um ponto ndo pertencente a S. Vamos construir
uma bola fechada contendo S e ndo contendo p. Seja H um
hiperplano que separa p de S (no sentido estrito, isto &,
H estd a uma distancia positiva dos objectos separados) e
seja g um ponto de H. Denotemos por R a semi-recta que
é ortogonal a H em g e que estd do mesmo lado de H que
S. Consideremos a familia B de bolas fechadas centradas
em pontos de R e que sdo tangentes a H em g. E claro que
p ndo pertence a nenhuma destas bolas.

Dado um ponto arbitrario s € S, alguns calculos mos-
tram que o raio da bola em B cuja fronteira passa por s é
dado por

lIs —qll*llr — gl

)= S —ar—a)

onde r é qualquer ponto de R.

Esta expressado define uma fungéo continua em S, uma
vez que a distancia entre H e S é positiva (e, portanto,
o produto interno no denominador nunca é zero). Ponha-
mos p = max p(s)(queexiste, por S ser fechado elimitado).
E 6bvio que a bola em B com raio p contém S. O

Uma consequéncia potencialmente ttil tem que ver
com a nogdo de invélucro convexo.

O invélucro convexo de um conjunto define-se como a
intersec¢do de todos os conjuntos convexos que contém o
conjunto. E, no sentido da inclusdo, o mais pequeno con-

junto convexo que contém o conjunto dado. Quando se es-
tuda conjuntos convexos, esta defini¢do é habitualmente
seguida por vdrias caracterizagdes do invélucro convexo,
que em diversas situagdes tornam mais simples verificar
se um dado ponto lhe pertence ou néo.

E consequéncia imediata do teorema que, dado um
conjunto S fechado e limitado qualquer em E, um ponto p
pertence ao invélucro convexo de S se e s se, para todo o
v no espacgo, se tiver

S s—7o|.
Ip — ol < max s — o]

Voltando ao teorema, ele ndo é vélido em espagos nor-
mados arbitrdrios, como se pode ver tomando as normas
[(x1, )|l = [xaf + |22 ou [|(x1, x2)[] = max{|xy], |x2[}
em RR2. O problema estd na falta de diferenciabilidade da
fronteira das bolas construidas com essas normas.

No artigo [2] sdo descritas com precisdo, no contexto
de R" com a topologia usual, as familias de subconjun-
tos com a propriedade de que qualquer conjunto convexo
fechado limitado é igual a interseccdo de todos os conjun-
tos da familia que o contém. Omitindo os pormenores, a
ideia bésica é que nas fronteiras dos conjuntos de uma tal
familia todas as "direc¢oes de diferenciabilidade" devem
estar representadas. A familia das bolas provindas de um
produto interno é o exemplo mais simples.

Agradeco a Cristina Caldeira a leitura cuidadosa do texto.
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