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O triangulo de Pascal é uma tabela infinita de nimeros em posicao triangular,
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que se tornou famosa por exibir propriedades aritméticas surpreendentes.

Para cada natural d > 2, o triangulo de Pascal médulo d obtém-se substi-

tuindo cada entrada do triangulo de Pascal pelo resto da sua divisao inteira

por d. Propomos-lhe que visualize nestes novos arranjos algumas relagdes

interessantes de divisibilidade entre os coeficientes binomiais.

Comecemos por recordar que, para cada n € Ny, na
n-ésima linha do tridngulo de Pascal estéo, por esta
ordem, os nimeros

@ () (o) C)

onde (7) = ﬁ se 0 < j < n. Naj-ésima entrada da li-
nha # estd o ndmero de subconjuntos com j elementos de
um conjunto com cardinal #. Por isso, paratodoo n € N,
cada coeficiente binomial é um inteiro; e a soma das en-
tradas da linha n conta o ndmero total de subconjuntos
de um conjunto com 7 elementos, o que permite escrever

HROERO R

Podemos construir o tridngulo de Pascal recursivamente,
. . ny __ o(my __
linha a linha, uma vez que () = (;;) = 1 e se tem, para

todoon € Netodoo je{1,---,n},

C7)=GR)<G) e

igualdade que descreve o seguinte procedimento: para
determinar o nimero de subconjuntos com j > 1 elemen-

tos de um conjunto A com cardinal n + 1, fixamos « € A
e procuramos os subconjuntos de A com j elementos que
contém & (havendo ( jfl) possibilidades) e os que n&o con-
tém a (ha (;l) escolhas possiveis). Na realidade, para obter
alinha n 4 1 basta conhecer a linha n até a entrada (Lg J)

porque, para todo n € N e qualquer j € {0,1,--- ,n}, se

(=02 o

A figura 1 mostra as primeiras linhas do tridngulo de Pas-

tem

cal médulo 2: os pontos a branco (invisiveis) representam
as entradas nulas, que correspondem a posi¢des com nu-
meros pares no tridngulo de Pascal; os pontos a preto subs-
tituem as entradas iguais a 1. Detetam-se nele uns grandes
triangulos centrais que se iniciam nas linhas n = 2%, para
k € IN, nas quais, com exce¢do dos extremos (iguaisa 1 e
correspondentes a () e (1)), todas as entradas sdo iguais a
zero. Nas linhas pk, parap =3,5,7,11e k € N, dos trian-
gulos de Pascal médulo p ilustrados na figura 2 (com p — 1
cores para as entradas ndo nulas), notamos um padrdo
idéntico. Conjeturamos, por isso, que as entradas interio-
res da linha p* sdo divisiveis por p sempre que p é primo.
E, de facto, designando por mdc o médximo divisor co-
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Figura 2.
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mum de uma lista de inteiros, se n > 2 entdo

@
p se existem um
primopek € N
tais que n = p*

mdc{(?): 1<j<n—1}=

1 caso contrario.

A primeira prova desta propriedade é atribuida a B. Ram,
e foi publicada em [1]. A generalizagdo obtida em [3] afir-
ma que, dados naturaisn e s < n,

®)

n AR n
mdc{(1>,...,(s)} - mmc{dE]N: ddividenedﬁs}l

onde mmc designa o menor multiplo comum.

A andlise das linhas n = 6,10,12 do tridngulo de Pas-
cal (parcialmente reproduzido na figura 3) revela mais
informacdo interessante: ainda que para estes valores de
n 0 méaximo divisor comum das entradas interiores seja
1, todas as entradas interiores de indice primo com 7 s&o
divisiveis por 1; e, para cada par de entradas interiores,
consecutivas ou ndo, o maximo divisor comum delas é
estritamente maior do que 1. F, portanto, natural conjetu-
rar que, para cada natural n > 2,

i 1 45 120 210 22 20 120 45 0 1
1 i g5 WEm 330 45 462 330 6S 5h 1 1

1 12 66 220 455 T2 M TRR 495 220 @@ 12 1

Figura 3.

mdc{(?): 1<j<n-1le mdc(j,n)zl}zn ©6)

mdc{(’;),(’D: 1<ij<n—1}>1.

Provemos que assim é. Fixemos 1 € IN e consideremos o
conjunto

n ) SN
En.:{(j). 1<j<n-1 emdc(],n)—l}

e denotemos por D, o mdximo divisor comum dos ele-
mentos de &,,. Como (’11) =n € &, onatural D,, tem de di-
vidir 1, logo D,, < n. Além disso, se j € {1,2,--- ,n},

/()=

. (n—1)! . n—1
(=D =1-( 1) (i—1>

e, portanto, n divide ](7) Mas, se 1 e j sdo primos entre
si, n tem de dividir (’]1) Consequentemente, # divide Dy,
o que, sendo D, < 1, s6 é possivel se D, = n.

Quanto a segunda propriedade, uma vez que se tem a
igualdade (3), basta considerar valores

s 2]

garantindo-se assim que i + j < n. Além disso, uma conta
simples confirma que

G (7)=0 )

Se, paraalgum par1 < i,j < n — 1, os coeficientes (}) e )
fossem primos entre si, (’Z) tgria de dividir (”i’/ ), 0 que ndo
é possivel porque (7) > (";7).

Voltemos ao triangulo de Pascal médulo 2 e repare-
mos nas linhas de indice 10, 12, 14; depois atentemos nas
linhas 8, 12, 16 do triangulo de Pascal médulo 4, que a
figura 4 ilustra. Notamos que as entradas em posigdes im-
pares destas linhas sdo iguais a zero. Esse padréo traduz
nestes casos particulares uma propriedade mais geral:
para todo o natural m,

@)

2m 2m 2m\ 2m _ ol4ua(m)
mae (1) (3)- () o)) =2

sendo v,(m) a maior poténcia de 2 que divide m. Vejamos
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Figura 4.
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Figura 5.

por que é vdlida. Da igualdade (1) aplicadaa n = 2m e da
equagdo (2) quando n = 2m — 1 resulta que

() () () in) =

Daqui concluimos que, se d € N divide todas as parce-
las (2]’”) da soma anterior, entdo d tem de dividir 22" 1 e,
portanto, d tem de ser uma poténcia de 2. Além disso, se
m = 25N, onde N ¢é fmpar e k = v,(m) € Ny, entdo, por
d dividir (3") = 2m = 2K*1 N, deduzimos que d < 2¢+1,
Observe-se ainda que, como

(2k+1N> 2k+1 N (2k+1N _ 1)
i) j—1
e os coeficientes binomiais s&o inteiros, para cada j fmpar

existe M € N tal que (ijlN ) = 281 M. O que confirma que
21 divide (2]’") paratodoojimparem {1,2,---,2m — 1}.

Por um argumento semelhante mostra-se que, para
cada primo p e todo o natural m,

®)
mdc { (p]m) 1 1<j<pm e mde(j,p) = 1} = pltvp(m)

sendo v,(m) € INpamaior poténcia de p que divide m. Ou
seja, as entradas em posigdo j que é primo com p da linha
pm sédo divisiveis por p, e até por uma poténcia maior de p
se este primo dividir m. Por exemplo, para n = 6, a tabela

seguinte assinala a verde as entradas interiores na sexta
linha que s&o divisiveis por 2, a magenta as divisiveis por
3 e a azul as divisiveis por 5.

02 IS 27 32 42 57 6°
1 6 15 20 15 6 1
1 6 15 20 15 6 1
1 6 15 20 15 6 1

Em particular, se 1 é uma poténcia p* do primo p, jé sa-
bemos que as entradas interiores da n-ésima linha sdo
divisiveis por p; vemos agora que, destas entradas, as de
indice primo com p séo divisiveis por p¥, e portanto essas
entradas sdo simultaneamente zero nos tridngulos de Pas-
cal médulo p, p?,-- -, pk.

Em [4] estabeleceu-se a seguinte generalizagdo da fér-
mula (8): para quaisquer naturais m e g, tem-se

mdc{(q;n): 1<j<gme mde(j,q)= 1}: q H pvrz(m),

p: p|mde(gm)
sendo o produto feito com todos os primos p que dividem
mdc(g, m). Pode conferir-se esta propriedade num exem-
plo como o da figura 5 que mostra, a vermelho, as entra-
das em posi¢do j primo com 4 da linha 24 no tridngulo de
Pascal médulo 8.

O Atractor disponibiliza em [2] material interativo
que o leitor podera utilizar para, por exemplo, descobrir
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férmulas explicitas para os seguintes méximos divisores

comuns.

(A) mdc{(;’): 1<j<n—1e mdc(jn) > 1}.

Denotemos por d;, este méximo divisor comum para natu-
rais n > 2. O gréfico da figura 6 (com os valores de d; para
n composto entre 4 e 24) e a tabela da figura 7 (mostran-
do d,, para n composto entre 4 e 203) sugerem desde logo
que para alguns naturais n pares se tem d, = n — 1 (por
exemplo, 1 = 6, 12, 14, 18, 20, 24); que para vérios outros
naturais pares d, = 1 (veja-se o caso de n = 22, 34, 36, 40,
46, 52); e que d,, é par para as poténcias de 2.

Pode ler-se em [2] uma demonstragéo de que, se n > 2
¢ par mas ndo é uma poténcia de 2, entdo d, é impar e

» d, =g,sen—1¢éuma poténcia do primo g;
» d, =1, caso contrario.

O que sugere a tabela da figura 7 quanto ao valor de d,

quando 5 > 4 é uma poténcia de 2? Parece que para al-
gumas poténcias de 2 se tem d,, = 2(n — 1), como quando
n =4, 8, 32, 128, e que para outras d, = 2 (veja-se 0 caso
de n = 16, 64, 256). Observe-se que, se 1 = ok para algum
natural k > 2, entdo

dnzde{C;)Z 1<j<n-1 ejépar}.

Provou-se em [2] que, se n > 4 é uma poténcia de 2, entdo
dp,épare

» d,=2(n—1)sen—16primo;
» d, = 2, caso contrario.

Além disso, mostrou-se que, quando 1 é uma poténcia de
2, ndo se pode ter n — 1 = g% para um primo g (impar) e
um natural & > 1.

Deixamos ao leitor o desafio de estudar a questdo (A)
para os naturais fmpares.
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Figura 8.

(B) mdc{('z),('}): 1<i,j<n— 1}.

Ja sabemos que este maximo divisor comum é maior do
que 1, mas ndo como ele varia com 7, i e j. Na figura 8 estd
o grafico da fungéo

(n,j) — mdc{(?),(],_t]): 1§j§n—l}

para naturais n entre 4 e 10, obtido com um médulo inte-
rativo que pode explorar-se em [2].

©) mdc{(';); rgjgs}.

Para naturais n > 4, r > 2 e s tais que 2r < s < 1, 0 méxi-
mo divisor comum das entradas consecutivas da n-ésima
linha do tridngulo de Pascal entre as posicdes r e s é dado
por

e (1) () = Tl (") ()

(cf. [3]), podendo utilizar-se agora a igualdade (5) para
obter cada fator do produto anterior. A figura 9 mostra a

variacdo do maximo divisor comum

Figura 9.

(n,r) mdc{(l;): r§j§2r}

quando 5<n <12, r>2 e 2r < n. Nao é conhecida
nenhuma férmula para blocos gerais de entradas nédo
consecutivas.
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