A CONJETURA DAS ZONAS DE TOTH

Neste artigo falamos da demonstracao de algumas conjeturas de
geometria discreta, comegando nos anos 30 e terminando no ano

passado.

N esta coluna tentamos falar de resultados matemaé-
ticos demonstrados recentemente. Nem sempre
isso tem acontecido — por exemplo, aquando da morte
de Grothendieck, faldmos de resultados com mais de 40
anos. Desta vez, porém, o resultado que dé o tema a este
texto ndo pode ser mais recente: foi publicado na revista
Geometry and Functional Analysis em dezembro passado,
tendo ficado disponivel online a 24 de novembro, no ar-
tigo [1]. Trata-se da demonstragdo de uma conjetura de
Laszl6 Fejes Toth, formulada nos anos 70 do século pas-
sado, relativa a coberturas de esferas em R".

Antes de descrevermos a conjetura, porém, vamos
falar de um problema do mesmo teor, o das coberturas
de conjuntos convexos de R” com bandas, isto é, com zo-
nas de R” compreendidas entre dois hiperplanos para-
lelos. Dizemos que a largura de uma banda é a distancia
entre estes dois hiperplanos e definimos largura de um
conjunto qualquer de IR” como o menor w tal que uma
banda de largura w cobre o conjunto.

Num artigo de 1932, Tarski trata o problema de co-
brir um conjunto convexo do plano por bandas, provan-
do que, para qualquer cobertura, a largura do conjunto
nao excede a soma das larguras das bandas que o co-
brem. Por outras palavras: mesmo usando vdrias ban-
das para cobrir um conjunto convexo, ndo se consegue
melhor do que cobri-lo com uma banda de largura mi-
nima. A figura 1 ilustra esta situacéo.

) |

PeDRO |. FREITAS
Universidade
de Lisboa

pjfreitas@fc.ul.pt

=,

\ \ | v
\ﬁ\

Figura 1. Duas coberturas de um conjunto do plano
por bandas: wq < wy + wa.
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A generalizagdo da conjetura para conjuntos convexos
de R" aparece em dois artigos, de 1950 e 1951, de Theger
Bang, nos quais o autor prova esta versdo generalizada.
A conjetura teve entretanto mais reformulagbes, desper-
tando ainda interesse hoje em dia, veja-se um levanta-
mento em [2].

A conjetura de Té6th refere-se a coberturas de esferas
de dimensdo d em R?*L Nesta situagdo, apenas se consi-
deram bandas simétricas em relagdo ao centro da esfera,
que vém a ser simétricas também em relagdo a um hiper-
plano que contém o centro da esfera, chamado hiperpla-
no central (da banda). Veja-se uma ilustragdo para d = 2
na figura 2: a banda é delimitada pelos planos a amarelo,
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o hiperplano central estd a cinzento.
Chamamos zona a intersecdo de uma destas bandas

Figura 2. Intersecdo de uma esfera com uma banda em R?, com
hiperplano central.

com a esfera. Medimos a sua largura angularmente: dize-
mos que a larqura (angular) de uma zona é w se esta pu-
der ser descrita como o conjunto dos pontos da esfera cuja
distancia angular ao hiperplano central (medida sobre a
esfera) é menor ou igual a w/2.

A figura 3 apresenta uma cobertura de uma circun-
feréncia por trés zonas. A soma das suas larguras é 7.
Estdo também representados vetores perpendiculares
aos hiperplanos centrais de cada uma das bandas que
definem as zonas — estes vetores definem a posi¢do dos
hiperplanos.

Em 1974, Téth conjeturou que, se uma esfera de RA+1
for coberta por n zonas de largura (angular) igual, entdo
esta largura tem de ser, pelo menos, 77/n. Mais tarde, ge-
neralizou esta conjetura para zonas de largura angular
ndo necessariamente igual: se n zonas cobrem a esfera,

Figura 3. Circunferéncia decomposta em trés zonas, com
W+ wy + w3 =T
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entdo a soma das suas larguras tem de ser, pelo menos, 7.
O tipo de afirmagéo é semelhante ao da conjetura de Tar-
ski: mesmo cobrindo a esfera com vdrias zonas, as suas
larguras somadas tém de ser, pelo menos, a de uma zona
s6, correspondente a esfera toda.

No artigo [1], Zilin Jiang e Alexandr Polyanskii de-
monstram esta conjetura, com um uso engenhoso de fer-
ramentas de matemética elementar e de ideias presentes
em artigos anteriores. Na verdade, o que demonstram é
mais forte. O resultado é o seguinte.

Teorema. Sejam Py, ..., P, 7 zonas que cobrem a d-esfera.
Além disso, para cadal < i < n, sejam 2u; a largura de P;
e r; a reta que passa pelo centro da esfera e é perpendicu-
lar ao hiperplano central de P;.

Temos entdo que a soma das larguras de Py,...P;
pelo menos, 1, havendo igualdade se e s6 se, apds reor-
denamento das zonas, 11,...,ry sd0 complanares e es-
tdo dispostas em sentido anti-hordrio, de tal modo que
o angulo entre v; e r; 1 é igual a «; + «;, 1, para todo o
1 <i < n (com aconvengdo a1 = ay).

O resultado afirma, portanto, que num arranjo étimo
de zonas na esfera, as retas perpendiculares aos hiper-
planos centrais se dispdem num plano. Ou seja, se inter-
setarmos toda a figura com esse plano, a disposicao é se-
melhante a da figura 3. Assim, neste caso, o que se passa
em dimensdo 2 (com esfera de dimensao 1) é exemplar,
as retas sdo dirigidas pelos vetores representados.

O artigo usa ainda estes resultados e métodos para
demonstrar uma versdo um pouco mais geral da conjetu-
ra de T6th, terminando com uma lista de conjeturas rela-
cionadas. Em 1930, quando Tarski apresentou a primeira
conjetura que aqui menciondmos, o tema da geometria
discreta estava a nascer. Quase 90 anos depois, vemos
que o tema continua vivo e a despertar interesse, gerando
novos resultados e novos problemas.
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