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Tendo como motivo préoximo as
recentes alteragdes aos programas
de Matematica A do 11.° ano de
escolaridade, no que concerne a nogdo
de limite de uma fungdo num ponto,
fazemos uma descricédo das duas
principais defini¢des dessa nogéo, suas
propriedades bésicas e relacionamento
entre elas, e terminamos com uma
critica as mudancas postas em

prética, quer no conteddo quer nos
procedimentos que levaram a sua

adocdo.

I.INTRODUCAO

Os alunos e professores de matemdtica do 11.° ano de
escolaridade depararam-se no ano letivo 2016/17, pela
primeira vez, com a seguinte situagdo: a funcdo real
f1:R — R definida por

R

ndo tem limite quando x — 0 (fig. 1). Como é isto pos-
sivel? Entdo f(x) ndo se aproxima de 0 tanto quanto se
queira para x suficientemente préximo de 0 (mas diferen-
te de 0)?' A existéncia de limite num ponto ndo devia ser
independente do valor da funcdo nesse ponto?

fy

o

Figura 1.

Mas a restricdo de f; a R\{0}, ¢ = f1 | R\{0}, defi-
nida por g(x) = 0 para todo x # 0 em R, ja possui limite
quando x — 0, e o limite é, naturalmente, 0:

lim g(x) = 0.

Por outro lado, também poderd constatar que a funcdo f,
de N em R definida por f,(n) = 1 é continua em todos os
pontos do seu dominio!

Nao hé contradi¢do alguma a vista, o que hd é uma
“nova” noc¢do de limite de uma funcdo real de varidvel
real num ponto, adotada nos novos programas e metas
curriculares de Matemdtica A para o ensino secundério
que resultaram da revisdo curricular iniciada em 2011 (ver
[NPM]).

Duas questdes se nos colocam com pertinéncia a pro-
posito da mudanga:

1) Aracionalidade da mudanga;

2) A maneira como foi efetuada.

Antes de discutir estas questdes, fazemos um resumo da
matemdtica que estd em causa, nomeadamente, das no-
¢Oes de limite e principais consequéncias num contexto
elementar de fungdes reais de varidvel real, isto é, fungdes
com dominio contido em R e valores em IR. Como é natu-
ral, este texto destina-se a todas as pessoas interessadas no
ensino das matemdticas nas nossas escolas e, em especial,
aos professores de matemdtica do secundério.

2. DUAS NOGOES DE LIMITE DE UMA FUNCAO
NUM PONTO

Pode dizer-se que a Andlise Matemdtica é a drea das ma-
temdticas onde mais se utilizam sistematicamente diver-
sas nogdes de proximidade e convergéncia. No ensino
elementar a convergéncia de sucessdes é tratada antes da
convergéncia de funcdes em geral, e esta pressupde aque-

'Evitar a imiscuidade desta interpretagdo “cinemdtica’” na concegdo rigo-
rosa de limite de uma funcao num ponto foi precisamente um dos obje-

tivos de Weierstrass (licoes em Berlim, 1861) com a sua definicao (0, €),

mas nem por isso aquela interpretagao perdeu estatuto como motivacao

intuitiva até ao presente. Sebastido e Silva, no Compéndio de Matemdtica,

2.2 vol. (1976), pp. 129-131, referindo-se & expressao “f(x) aproxima-se de
b, quando x se aproxima de a” (subentendendo por valores “todos distin
tos de a”, p. 131) comenta: “Esta intuicio de cardcter dindmico € muito
valiosa e convém, por isso, manté-la sempre viva no espirito (...).Mas,em
matemdtica, ndo basta a intuicao: é preciso definir os conceitos com rigor
légico, para podermos sobre eles raciocinar com inteira seguranca.”

2A presente versdo incorpora as corregdes das vérias gralhas, lapsos e
sugestdes diversas assinaladas pelo revisor (anénimo) do artigo, que agra-
dego.
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la. Por sua vez, por uma questdo de sensibilidade ao pre-
ceito pedagégico de caminhar do particular para o geral,
sempre que possivel, em muitos manuais elementares e
universitarios (por exemplo, Bartle 1964), a continuidade
é tratada antes dos limites de fun¢des, mas ndo tem de ser
necessariamente assim.

Comegamos por dar duas definigdes ligeiramente dife-
rentes do limite de uma fung¢do num ponto e depois trata-
remos da relagdo entre elas e da sua extensdo. Para facili-
tar as comparacdes, adotaremos o mais possivel a forma e
as notagdes dos programas acima referidos.

Salvo aviso em contrdrio, f serd sempre uma fungdo
com dominio D = Dy contido em KR e valores em R. Re-
cordamos algumas nogdes topoldgicas bdsicas.

(1) Uma vizinhanca de um ndmero real ¢ é um con-
junto de ntmeros reais V contendo algum intervalo
aberto com centro em ¢, isto é, tal que, para algum ¢ > 0,
Je—¢ c+e[CV.

(2) Uma sucessdo de ntimerosreais (x,) = (x, : n € IN)
converge para um ndimero real ¢, e escreve-se xX; — ¢, sse
para todo o ¢ > 0 existe uma ordem k a partir da qual
[xp —c|] <e.3

(3) Um ntimero real ¢ é um ponto de acumulagdo de D
se em toda a vizinhanca de ¢ hé pontos de D diferentes de
c¢. Equivalentemente, existe uma sucessdo de pontos de D
diferentes de c convergente para c. Resulta imediatamen-
te que em toda a vizinhanca de um tal ponto h4 infinitos
pontos de D.

(4) Um ntimero real ¢ é um ponto aderente a D se em
qualquer vizinhanga de ¢ ha pontos de D, ou, equivalen-
temente, existe uma sucessdo de elementos de D conver-
gente para c. Note-se que ¢ pode pertencer ou nédo a D. Se
¢ € D, pode ndo haver mais nenhum ponto de D numa
vizinhanga de ¢ — neste caso, ¢ é um ponto isolado de D,
mas ndo deixa, por isso, de haver uma sucessdo de pontos
de D convergente para c¢: a sucessdo constante (xn> , com
X, = ¢ paratodo o n.

Observe-se ainda que todo o ponto de acumulagdo
de D é ponto aderente a D, mas néo reciprocamente. Por
exemplo, se D = {0}, entdo 0 é aderente a D mas ndo é
ponto de acumulagdo de D.

Indicamos, pois, as duas nogoes de limite de uma fungéo
num ponto com que vamos lidar até ao final deste artigo.

2.1 Definigao. Seja c um ponto de acumulacdo do dominio
D de f. Um ntimero real b diz-se o limite em ponto exclu-
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ido (ou simplesmente limite excluido) de f em ¢ sse para
cada vizinhanga V de b existe uma vizinhanga U de c tal
que para todoox, sex € UND e x # ¢, entdo f(x) € V.
Neste caso, escrevemos

(2.1) b=lime,_, f(x).

Aquilo que é “excluido” é simplesmente a consideracado
do ponto ¢ nas “aproximagdes” de x a c.*

2.2 Definigao. Seja ¢ um ponto aderente ao dominio D de
f. Um namero real b diz-se o limite (em ponto) incluido
de fem ¢ sse para cada vizinhanga V de b existe uma vizi-
nhanga U de ¢ tal que para todo o x, se x € UN D, entdo
f(x) € V,isto é f[U N D]. Neste caso, escrevemos

(2.2) b =limiy . f(x).

2.3 Observagoes.

1. Obviamente, sé6 podemos comparar as duas defini-
¢Oes de limite em pontos de acumulagdo do dominio da
fungdo. Neste caso, observa-se que a diferenca entre elas
se centra no facto de o valor f(c), quando existe, ser consi-
derado ou nédo. Na primeira, def. 2.1, ndo interessa consi-
derar o valor f(c), caso exista; note-se que c pode pertencer
oundoaD -

2. Observe-se também a distin¢do de notagdo nas equa-
¢Oes (2.1) e (2.2). Deve-se perceber que a grande maioria
dos autores apresenta apenas uma dessas nogdes, caso em
que se refere a ela apenas como “o limite”, e geralmente
emprega a nota¢do “lim,_,. f(x)”. O problema é que, con-
forme o autor, ou estamos a referir-nos a nogao 2.1 (lime)
ou a 2.2 (limi), e isto tem de ser absolutamente claro desde
o principio. Raros sdo aqueles que se referem as duas no-
¢Oes, e mais raros ainda os que desenvolvem a questdo das
propriedades e comparagdo entre elas.

Estd neste dltimo caso Robert G. Bartlet, The Elements
of Real Analysis, 1964, que estamos a seguir neste artigo
(com adaptagdes).

3. Atendendo a que o leitor estd provavelmente mais
habituado a nogdo de limite excluido (a “antiga”, como
em Vicente Gongalves, Dias Agudo, Carlos Sarrico, Elon
Lages Lima, mas ndo Mdrio Figueira, Santos Guerreiro
nem Campos Ferreira, para s6 mencionar alguns dos mais
proximos), optamos por preservar o simbolismo conven-
cional (“lim”) ao nos referirmos ao limite em ponto exclui-
do. Assim, convencionamos que, daqui em diante,

lim f(x) = limef(x).
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3. PROPRIEDADES DOS LIMITES

A unicidade de qualquer limite, quando existe, é pronta-
mente estabelecida. Assim acontece, igualmente, com a
maioria das outras propriedades dos limites de uma fun-
¢do num ponto.

3.1 Lema. (a) Se qualquer um dos limites lim, limi existe,
entao € unico.

(b) Se o limite incluido existe, entdo o limite excluido
existe e sdo iguais: limy_,¢ f(x) = limiy_,.f(x).

(c)Sec ¢ Dy, entdo o limite excluido existe sse o limite
incluido existir.

Nas partes (a) e (b), subentende-se que cada limite é
considerado num ponto conforme a defini¢do a que se re-
porta: ponto de acumulagdo em lim, ponto aderente em
limi. A parte (b) do lema mostra que a nogéo de limite in-
cluido (a dos novos programas) é um pouco mais restrita
do que a do limite excluido. A parte (c) mostra que elas
podem ser diferentes apenas no caso em que ¢ € Dy.

Dem. (b) Suponhamos que o limite incluido existe,
digamos b = limi,_,f(x), e seja V uma vizinhanca qual-
quer de b. Entdo existe uma vizinhanga U de ¢ tal que
flUN Ds] € V. Em particular, para todo x € U N Dy com
x # ¢, f(x) € V. Isto mostra que limy_,. f(x) = b. O

A funcdo fj ilustrada na fig. 1 constitui um exemplo
em que as duas nogdes de limite num ponto diferem. Se
¢ =0, o limite (excluido) de f; em ¢ = 0 existe e é igual a
0, enquanto o limite incluido ndo existe.

Apresentamos a seguir algumas condi¢des necessdrias
e suficientes para a existéncia dos limites incluidos e ex-
cluidos, deixando a prova de algumas partes para o leitor.

3.2 Teorema de caracterizagao. As seguintes condigdes,
relativas ao limite excluido em ponto de acumulag¢do do
dominio, sdo equivalentes:

(a) Existe o limite excluido b = limy_,. f(x).

(b) Para todo 6 > 0, existe ¢ > 0 tal que, para todo o
x €D =Dy,se0<|x—c|<eg entdo|f(x)—b| <d.

(c) Para qualquer sucessdo (x,) de elementos de
D = Dy diferentes de ¢ tal que lim;_ o X, = ¢, tem-se
limy, too f(x4) = b.

Dem. (a) = (b). Suponhamos que existe o limite exclu-
idob = limy . f(x), e seja dado & > 0 ao arbitrio. Como o
intervalo aberto V =|b — §, b + ] é uma vizinhanga de b,

por (a) existe uma vizinhanga U de c tal que sex € UN D
e x # centdo f(x) €V, isto ¢, |f(x) — b| < 4. Por defini-
¢do de vizinhanga de ¢, para algum ¢ > 0 suficientemente

pequeno isto também acontece, em particular, para todo o
x €]c —¢, c+¢[ND e x # ¢, quer dizer, para todo o x € D
talque 0 < |x —¢| <.

(b) = (a). Seja V uma vizinhanca ao arbitrio de b, e
seja 6 > 0 tal que |b— 4, b+ 5[C V. Por (b), existe ¢ >0
tal que, para todo o x, se x € Dfe 0< |x —c| < e, en-
tao |f(x) — b| < 4. Ora, o conjunto dos pontos x tais que
|x — ¢| < €é uma vizinhanga U de ¢. Provou-se, assim, que
existe uma vizinhanga U de c tal que paratodoox € UN D
com x # ¢, f(x) € V. Portanto, b = limy_,. f(x).

(b) = (c). Seja (x,) uma sucessdo de elementos de D
diferentes de c tal que x, — ¢, com vista a provar que
f(xy) — b. Sejapois 6 > 0 ao arbitrio. Por (b), existe ¢ > 0
tal queparatodoox € D,0 < |[x —¢| <e= |f(x) —b| < ;
por hipétese sobre (x,), existe k tal que, para todo o n > k,
|x, — c| < ¢, donde se conclui que para todo o n > k se
tem |f(x,) — b| < 6.

(c) = (b). A prova de que (c) implica (b) [ou (a)] é por
reducdo ao absurdo. Admitamos (c) e suponhamos, com
vista a um absurdo, que nenhum ntimero real b é o limi-
te de f quando x — ¢ por valores diferentes de c. Fixado
b ao arbitrio, temos entdo que existe Jy > 0 tal que, para
todo o £ >0, existe x € D tal que 0 < |x —¢| <& mas

|f(x) = bl = do.

Particularizando ¢ = 1,1/2,1/3,...,1/(n+ 1), .., obtemos
elementos xg, X1, X2, ..., Xy, ... de D, respetivamente, tais
que para todo o n,

1
0 < |xp —c| < ——= mas |[f(x,) —b| > d&.*

n+1)

E evidente que x, — ¢ quando n — oo, mas f(x,) -+ b, o
que é absurdo. O

3Consideramos N = {0, 1, 2, ...}. Recorde-se que no Formulaire Mathé
matique de 1894, G. Peano toma o zero como primeiro ndmero natural.

4O termo "excluido” é utilizado porVicente Gongalves, relativamente ao
ponto c. Diz ele:"a [nosso "¢}, ainda quando valor de x, é sempre exclu-
ido.” Nota 2, p. 165 de Gongalves, 1953.

5 A “escolha” dos elementos xo, X1, X2, ..., Xp, ... de D tais que
0 < |xy —c| < 1/(n+ 1) para todo o n ¢ feita utilizando uma forma
enfraquecida do Axioma da Escolha, o chamado Axioma Numeravel da
Escolha (NC).Ver Oliveira 1982.
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3.3 Teorema de caracterizacdo. As seguintes condi¢Ges,
relativas ao limite incluido, sdo equivalentes:
(a) Existe o limite incluido b = limiy . f(x).

(b) Para todo o § > 0, existe ¢ > 0 tal que, para todo o
x € D, selx —c| <g entdo|f(x) —b| <.

(c) Para toda a sucessdo (x,) de elementos de D = Dy
tal que lim; . Xy = ¢, tem-se lim, oo f(x,) = b.

As demonstragdes dos dois teoremas anteriores sdo
formalmente semelhantes. Todavia, a titulo ilustrativo das
diferencas conceptuais, fazemos a demonstragdo parcial.

Dem. (a) = (c). Seja (x,) uma sucessdo ao arbitrio de
elementos de D = Df tal que limy_,c x4 = ¢, com vista
a provar que f(x,) — b. Dado § > 0 ao arbitrio, ponha-
mos V =]b— 4, b+ 6[. Por (a), existe uma vizinhanga
U de c tal que f[U] C V, e, por defini¢do de vizinhanga,
existe ¢ > 0 tal que |c —¢, ¢+ ¢[C U. Como, por hipéte-
se, X, — ¢, tem-se |x, — c| < ¢ a partir de certa ordem k,
donde |f(x,) — b| < é paratodo o n > k.

(c) = (a). Admitamos (c) e suponhamos, com vista a
um absurdo, que nenhum ndamero real b é o limite de f
quando x — c. Fixado b ao arbitrio, temos entdo que exis-
te &y > 0 tal que, para todo o ¢ > 0, existe x € D tal que
|x —c| < emas|f(x) —b| > d.

Particularizando ¢ = 1,1/2,1/3,...,1/(n + 1), ..., obte-
mos uma sucessdo xg, X1, ..., X, ... de elementos de D, res-
petivamente, tais que, para todoon, |[x, —c¢| < 1/(n+1)
mas |f(xn) —b| > . ¢ E evidente que x, — ¢ quando
n — oo, mas f(x,) - b, 0 que é absurdo. O

A caracterizag¢do dos limites em termos de sucessées
desempenha um importante papel nos NPM, que discu-
timos na secgao 4.

O resultado seguinte produz uma ligagdo instrutiva
entre esses dois limites e a continuidade de f num ponto
¢ do dominio de f. Esta por ser definida por: para toda a
vizinhanga V de f(c) existe uma vizinhanga U de ¢ tal que
fl[UND] C V; aalinea (b) seguinte enuncia outra manei-
ra de definir a continuidade pontual a maneira “antiga”
preferida por muitos.

3.4 Teorema. Se ¢ é um ponto de acumulagdo pertencente
ao dominio D de f, as seguintes condi¢bes sdo equivalentes.
(a) A fungao f é continua em c.

(b) O limite excluido de fem c existe e é igual a f(c).

(c) O limite incluido de fem c existe.

Dem. (a) = (b): Seja V uma vizinhanga qualquer de
f(c). Por (a), existe uma vizinhanga U de ¢ tal que, se
x € UND, entdo f(x) € V. Isto implica claramente que
limey_,cf(x) existe e éigual a f(c). Da mesma forma, f(x)
pertence a V para todo o x # ¢ em UN D, caso em que
limey_,f(x) existe e é igual a f(c). Por outro lado, vé-se
facilmente que as condig¢des (b) e (c) implicam (a). O

Omitimos os enunciados e demonstragdes de resulta-
dos relativos a combinagses algébricas de fungdes (somas,
produtos, etc.). O seguinte resultado, referente & composi-
¢do de duas fungdes é mais profundo e é um dos poucos
lugares onde trabalhar com o limite incluido é efetiva-
mente mais simples do que com o limite excluido.

3.5 Teorema. Seja fuma fungdo com dominioDy C R e va-
lores em R e g uma fungdo com dominio D;CRe valores
em R. Seja ¢ o fa composta de fe g (g apSs f) e seja c um
ponto de acumulagdo de Dy

(a) Se os b = limy, ¢ f(x),
a = lim,_,, ¢(x) existem e se g é continuaembou f(x) # b
para todo o x numa vizinhanga de ¢, entdo o limite exclui-

limites excluidos

dode go f existeem ce

@ = lim(g(f(x))-

(b) Se os limites incluidos b= limi,_, f(x)
a = limi,_,,¢(x) ambos existem, entdo o limite incluido

de g o f em cexiste e a = limi,_,.g(f(x)).

Dem. (a) Seja W uma vizinhanca de a; como
a =1lim, ,; ¢g(x), ha uma vizinhanga V de b, de modo
quesey € VN Dgey # b entdo g(y) € W. Uma vez que
b = limy_,. f(x), existe uma vizinhanca U de c tal que se
xeUNDyex # ¢, entdo f(x) € V. Assim, se x pertencer
ao conjunto possivelmente mais pequeno U N Dy rex # ¢,
entdo f(x) € VN Dy. Se f(x) # b em alguma vizinhanca
U de ¢, segue-se que para x # cem (U3 NU) N DgO £, en-
tdo (go f)(x) € W, de modo que a é o limite excluido de
go f em c. Se g for continua em b, entdo (go f)(x) € W
paratodooxem U NDgex # c.

Para provar a parte (b), observamos que as excegdes
feitas na prova de (a) ndo sdo mais necessdrias. Portanto,
se x pertence a U N Dy, entdo f (x) € VN Dg e, portanto,

g(f(x)) e W. o

A conclusdo na parte (a) do teorema anterior pode fa-
lhar se deixarmos de lado a condigdo de que g seja con-
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tinua em b ou que f(x) # b numa vizinhanca de c. Para
fundamentar esta observacdo, seja f1 a fungdo de R em R
definida em (2.1) e tomemos ¢ = fy e ¢ = 0. Entdo go f; é
dada por

o ={y F24.

Além disso, temos limy o f1(x) = 0 = limy 0 g(y), mas é
claro que lim,_,og(f1(x)) = 1. Observe-se que os limites
incluidos nédo existem para estas fungées.

Tal como os limites cldssicos, os limites incluidos es-
tendem-se sem dificuldade a limites laterais, limites no
infinito, limites infinitos, limite superior e inferior, conti-
nuidade, semicontinuidade, etc., e a funcées vetoriais.

4. DISCUSSAO FINAL

Com vista a melhor organizar os nossos comentérios aos
NPM relativos aos dominios Sucessdes e Fungdes Reais de
Varidvel Real FRVR11, comegamos por citar algumas partes
relevantes dos mesmos.

4.1 Citagdes dos NPM (11.° Ano)
Na parte Contetidos, pode ler-se:

[1 (p. 15)]” “No dominio Sucessdes, apds a apresenta-
¢do de alguns aspetos gerais, é introduzido o principio de
indugdo matemadtica, que constitui um instrumento fun-
damental para o estudo de diversas propriedades das su-
cessdes, servindo ainda de suporte teérico a definicao de
sucessdes por recorréncia. Sdo estudadas as progressdes
aritméticas e geométricas bem como o célculo da soma de
sequéncias dos respetivos termos.”

[2 (p. 15)] “A nogédo de limite é introduzida de forma
cuidada. Uma abordagem puramente intuitiva dos limi-
tes leva rapidamente a insuficiéncias concetuais graves.
E pois exigida, em situagdes muito simples, a justifica-
¢do da convergéncia de certas sucessdes recorrendo di-
retamente 2 definicio. E também desenvolvida, de forma
bastante completa, a dlgebra dos limites, incluindo uma
andlise das situacdes ditas indeterminadas, devendo os
alunos justificar igualmente alguns destes resultados.”

[3 (p. 15)] “No dominio Fungbes Reais de Varidvel Real,
do 11.° ano, utilizam-se os conceitos introduzidos no do-
minio Sucessoes, para, pelo processo atribuido a Heine, fi-
car definida a nogédo de limite de uma fun¢do, num dado
ponto ou em mais ou menos infinito. Neste contexto, sdo
essencialmente duas as opgdes que classicamente se con-
sideram para a defini¢do de limite num ponto a real, con-

soante o dominio em que se tomam as sucessoes a tender
para a, para o efeito de testar a existéncia do referido limi-
te. A opgéo privilegiada [p. 16] desde hé bastante tempo
no Ensino Secundério em Portugal tem sido a que consiste
em considerar, de entre as sequéncias no dominio da fun-
¢do, apenas aquelas que nunca tomam o valor a. Ou seja,
tem-se optado pelo que vulgarmente se designa por “li-
mite por valores diferentes de a”. Neste programa optou-
-se pela versdo alternativa, que consiste em admitir, com
0 mesmo objetivo, sucessdes que podem tomar o valor a;
considera-se, com efeito, que esta opgdo apresenta diver-
sas vantagens. Em primeiro lugar, por ser mais simples
de formular (e permitir também uma formulagdo mais
simples da nogdo de continuidade) e, em segundo lugar,
porque a prépria nogdo de “limite por valores diferentes”
(como outras afins como a de “limite a esquerda” e “a di-
reita”) passa a poder ser encarada como caso particular da
nocao de limite, quando considerada a restri¢do da fungao
inicial a um subconjunto do respetivo dominio.”

[4 (p. 16)] “A defini¢do de limite segundo Heine —
que jd é comum no Ensino Secunddrio — permite, de for-
ma bastante imediata estender ao caso de fungdes reais
a dlgebra de limites estudada a propdsito das sucessées,
bem como os teoremas de convergéncia por comparagao,
como o Teorema das fungdes enquadradas, que é uma
consequéncia direta, com esta abordagem, do Teorema
das sucessdes enquadradas e que sdo estudados no 12.°
ano. Apresenta-se em seguida a no¢do de continuidade e,
como uma aplicagdo da nogdo de limite de uma fungéo, o
estudo das assintotas, em particular no caso do gréfico de
uma fungdo racional.”

Na parte Metas (Fungdes Reais de Varidvel Real FRVR11),
que concretiza em pormenor o que foi exposto nos Con-
-teddos acima, pode ler-se:

[5 (p. 36)] Limites segundo Heine de fungdes reais de
varidvel real

1. Definir limite de uma fun¢do num ponto e estudar
as respetivas propriedades fundamentais.

¢ A “escolha" dos elementos xo. X1, X2, ..., Xp, ..de D tais que
|xn — ¢| < Vin+1) para todo o n € feita utilizando o Axioma Numeravel
da Escolha (NC).

7 Para facilitar as referéncias, as numeragdes “[m (p. n)]” referem-se ao
ndmero do pardgrafo citado e a pdgina onde estd localizado. A ortografia
e as notacdes matemdticas nas citagdes sdo as originais € N30 as que eu
préprio utilizo neste artigo.
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1. Identificar, dado um conjunto A C Rea € R, a
como “ponto aderente a A” quando existe uma suces-
530 (x,) de elementos de A tal que lim x, = a.?

2. Identificar, dada uma funcdo real de varidvel
real fe um ponto a € R”, b € R como “limite de f(x)
quando x tende para a” quando a for aderente ao do-
minio D¢ de f e para toda a sucessdo (x,) de elemen-
tos de Dy convergente para a, lim f(x,) = b, justificar
que um tal limite, se existir, é dnico, representd-lo por
“limy_,q f(x)”, referir, nesta situacdo, que “ f(x) tende
para b quando x tende para a” e estender esta definigdo
e propriedade ao caso de limites infinitos.

3. Identificar, dada uma fungdo real de varié-
vel real fe a € R, b como o “limite de f(x) quando
x tende para a por valores inferiores a a” quando
b = limy_,q f|)_o 4 (¥), representar b por lim,_,,+ f(x),
designd-lo também por “limite de f(x)a esquerda de
a”, referir, nesta situagdo, que “ f(x) tende para b quan-
do x tende para a por valores inferiores a a” e estender
esta defini¢do ao caso de limites infinitos.(...)

[6, p. 37] 2. “Definir a nogdo de continuidade e as res-
petivas propriedades fundamentais
1. Justificar, dada uma funcgéo real de variédvel real
f e um ponto a do respetivo dominio, que se o limite
limy_,, f(x) existe entdo é igual a f(a).

2. Designar, dada uma fungéo real de varidvel real
f e um ponto a do respetivo dominio, a fungéo f por
“continua em a” quando o limite lim,_,, f (x) existe.”

4.2 Comentérios
1 (p. 15). As sucessdes desempenham um papel muito im-
portante, por si mesmas e nas aplicagdes ao estudo dos
limites de fungdes e continuidade nos NPM curriculares.
Em primeiro lugar, trata-se de um primeiro confronto real
com o infinito numerdvel, objetos infinitos e operagdes
transcendentes. Neste dominio é introduzido o principio
de indugdo matemdtica, mas s6 depois é que se fala de
progressdes aritméticas e geométricas. Parece tudo um
pouco estranho. O lugar apropriado para se falar da in-
dugdo matemadtica seria no estudo dos nimeros naturais
e sua aritmética, chegando a divisibilidade e ao teorema
fundamental da aritmética. Em todo o caso, parece-nos
l6gica e pedagogicamente mais apropriado tratar das pro-
gressdes antes das sucessdes.

2 (p. 15). A convergéncia de sucessdes é assunto deli-
cado, mas a este nivel ndo hd como evitar a definigdo rigo-
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rosa usual’ (para todo o € > 0, existe uma ordem a partir
da qual...) ainda que ndo sejam de eliminar ou evitar ex-
plicacdes intuitivas e muitos exemplos e contra-exemplos
ilustrativos.

3 (pp. 15-16). Chegamos ao dominio das fungdes re-
ais de varidvel real, e aqui hd sérias novidades. Na revi-
sdo anterior a presente também se adotou a defini¢do de
limite dita a Heine (ou segundo Heine), de uma funcéo
num ponto (ou no infinito qualificado), isto é, por meio
de sucessdes.'* Mas, agora, a mudanca para a perspetiva
do limite em ponto incluido ndo foi precedida de nenhum
estudo que a recomendasse nem de experiéncia piloto
mais ou menos dilatada no tempo e devidamente avalia-
da no final. Agora, um voluntarista iluminado, amigo dos
poderes tutelares, propds a mudanca que a tutela procla-
mou, e o resto do mundo que se amanhe. Por outro lado,
é certo que a defini¢do a Heine parece mais simples do
que a weierstrassiana, mas paga-se um prego elevado: a
forma légica mais simples fez-se a custa de uma subida
de tipo légico dos objetos quantificados, nomeadamente,
da quantificagdo de nimeros (para todo o § ... existe um ¢
...) passou-se a uma quantificagdo de sucessdes (para toda
a sucessdo...). Ora, ndo estou certo de que no 11.° ano seja
bem assimilado o facto de uma sucessao de ntimeros reais
ser um objeto, quanto mais, um objeto infinito quantifica-
vel. Mas esta subida no nivel de abstra¢do proposto néo é
a tnica."

Na concegdo e aplicagdo dos NPM, constatamos o autis-
mo das decisOes relativas a altera¢des nos programas, mas
mais gravosas, porque sdo mais profundas e muito menos
consensuais no universo das matemdticas ligadas ao ensino
elementar. Porque, agora, se pos de lado a ideia de “limite
por valores diferentes de a” (acima designado por limite em
ponto excluido) nas sucessdes no dominio da fungdo, e se
adotou aquela outra que “consiste em admitir, com o mes-
mo objetivo, sucessdes que podem tomar o valor a” (ver os
teoremas de caracterizagdo 3.2 e 3.3 acima).

Os autores do novo programa e das novas metas consi-
deram que esta opgdo “apresenta diversas vantagens”, por

(i) “ser mais simples de formular (e permitir também
uma formula¢do mais simples da nogdo de continuidade)”,

(ii) “porque a prépria nogdo de ‘limite por valores di-
ferentes’ (como outras afins como a de ‘limite a esquerda’
e ‘a direita’) passa a poder ser encarada como caso parti-
cular da nogédo de limite, quando considerada a restri¢do
da fungdo inicial a um subconjunto do respetivo domi-
nio”, e ainda porque

(iii) “A defini¢do de limite segundo Heine (...) permite,
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de forma bastante imediata estender ao caso de fungdes
reais a dlgebra de limites estudada a propésito das suces-
sdes, bem como os teoremas de convergéncia por com-
paracdo, como o Teorema das fung¢des enquadradas (...).
Apresenta-se em seguida a nogdo de continuidade (...)".

E claro que “ser mais simples de formular” ndo é argu-
mento legitimo, se implicar, como é o caso, um “desvio”
no sentido da abstracdo e da generalizacdo (bourbakista?),
absolutamente despropositadas no nivel de ensino secun-
dério, e isso ndo é aliviado pela adogdo da defini¢do a Hei-
ne, a qual funciona igualmente bem com as duas nogdes
de limite de uma fungdo num ponto. E quanto a continui-
dade, bem, ela jd estd contida na nogéo de limite incluido,
no caso de a fungdo estar definida no ponto. Bartle em The
Elements of Real Analysis, p. 198, aponta uma vantagem do
limite em ponto incluido: na demonstragdo do teorema
sobre o limite da fun¢do composta, a qual, todavia, nado
faz parte dos programas. Mas uma vantagem decisiva dos
limites em ponto excluido, reconhecida por todos os que
a utilizam, que fica anulada com os limites incluidos é na
defini¢do de continuidade, que surge como especializagao
de uma nogdo um pouco mais geral.

Os autores dos NPM ndo enumeram nenhuma des-
vantagem, nem estudos que fundamentem as escolhas de
uma maneira ou de outra. Isto, se ndo é, pelo menos parece
ser uma maneira muito pouco cientifica ou pedagégica de
proceder. Ainda que tivesse havido um prazo alargado e
bem divulgado de apreciagdo prévia a entrada em vigor
dos NPM, haveria de se avaliar o que estava mal antes e
porqué, e sujeitar as partes novas a periodo experimental,
com turmas piloto e professores especialmente treinados
para o efeito. Quem vier a seguir, puder e quiser mudar
tudo outra vez, a seu bel-prazer, ndo pode ser impedido
de o fazer com o argumento de ndo haver precedentes.
O minimo que se pode dizer é que tudo isto estd a léguas
de distancia de honrar a memoaria de José Sebastido e Silva.

Acrescentaria algumas opinides que me parecem con-
figurar desvantagens da nogéo de limite incluido. A pri-
meira e mais importante, a meu ver, ja foi indicada logo
no inicio deste artigo, a propésito da fungdo f; ilustrada
na fig. 1: a quebra da ligacdo a ideia intuitiva de limite
num ponto onde a fungdo estd definida. Fica sem explica-
¢do uma tdo grande discrepancia (entre o existir e o ndo
existir limite) quando x — ¢. A seguir, e sem querer cair
no argumento de autoridade, ndo se compreende a stbita
“quebra de tradigdo” no nosso ensino elementar, quando
nada aconteceu a nivel do ensino superior, aqui ou 14 fora,
que justifique ou sugira a conveniéncia de tal mudanga.

O mesmo Bartle em The Elements of Real Analysis, p. 197,
assinala que o limite em ponto excluido é o mais popu-
lar, e em abono desse facto, por assim dizer, podemos
mencionar os autores seguintes, desde os cldssicos Cou-
rant (1924), Hardy (1921), Whittaker & Watson (1902),
aos modernos Apostol (1974), Lang (1986), Rudin (1976),
Strichartz (2000), Protter & Morrey (1986), Garling (2013),
Marsden & Weinstein (1980), Spivak (2008) e muitos ou-
tros. J& Mawhin (1980) e Dieudonné (1969) adotam os li-
mites incluidos, mas o tratamento que este tltimo dd aos
limites (cap. III 13) pela necessidade de tratar diferente-
mente casos especiais conforme o ponto pertence ou nédo
ao dominio da fungdo, ndo constitui o melhor exemplo da
tdo elusiva mas desejada elegédncia matemadtica.

Em conclusdo, nada justifica as tltimas alteragdes ao
programa do dominio FRVR11 assinalados. Nem estudos,
nem tradigdo, nem adequacgdo pedagégica, e muito menos
transparéncia de processos.
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