CANTO DELFICO

A DESIGUALDADE DE KARAMATA

"There are three great pillars of the theory of inequadlities: positivity,

monotonicity and convexity."
J. Michael Steele

NTRODUCAO
Uma boa estimativa vale ouro; a sua construgado requer
profunda intui¢do das grandezas envolvidas. Numa ca-
deia de estimativas, cada elo deve ser o melhor possivel
para ndo pdr em risco a demonstragdo da desigualdade
desejada... isto se ela for verdadeira.
Saber estimar bem, munir-se das desigualdades certas
é crucial para quem queira entrar no mundo da Andlise
Real. Existem intimeras desigualdades notdveis, e muitas
elementares, que tém um lugar especial na resolugdo de
problemas de matemaética olfmpica.
Propomo-nos tragar um caminho por algumas desi-
gualdades bem conhecidas, terminando com aquela que
dé nome a este canto.

DESIGUALDADE DOS REARRANJOS
Seja n um inteiro positivo e sejam aq,...,a, e by,..., by
duas sequéncias de nimeros reais.

Qual é o emparelhamento dos termos de ay, . .
0s termos de by, . .

., Ay cOm
., by para o qual a soma dos produtos
de pares de niimeros é maior? E qual é o emparelhamen-
to para o qual a soma dos produtos é menor?

A desigualdade dos rearranjos diz que, para qualquer es-
colha do emparelhamento, a soma dos produtos de pares
é sempre menor do que aquela obtida ordenando ambas
as sequéncias pela ordem decrescente (ou crescente) e
maior do que aquela obtida mantendo a ordem numa das
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sequéncias e invertendo-a na outra.
Para formalizar esta ideia, suponhamos, sem perda de
generalidade, que

ap > --->a,eby > --- > by

A desigualdade dos rearranjos diz entdo que, para toda a
permutagdo ¢ dos indices 1,...,n,

n n n
Y 4ibu-ji1 < 3 81b0() < Yo ajb;. 1
= =1 =1

Notemos que, a primeira vista, é surpreendente que estas
estimativas se mantenham verdadeiras independente-
mente da existéncia de nliimeros negativos entre os ter-
mos destas sequéncias. Demonstraremos esta desigualda-
de mais adiante. Até 14, pense em como o faria.

DESIGUALDADE MG - MA
Uma ideia recorrente na manipulagdo de uma desigual-
dade na sua forma geral é a de tomar casos especiais das
varidveis envolvidas, uma técnica que se poderia desig-
nar por especializagio.

Suponhamos que a3, ...,a, > 0 e tomemos

_ 1
bj—u_j' j=1,...,n.

A ordenacédo decrescente dos termos de a4y, ..., a4, produz
em by,...,b, a ordenagdo crescente. Deduz-se entdo da
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desigualdade dos rearranjos que

< ay ap as . an
n= (1) T g (2) + ) T T Ag(n)

para qualquer permutagdo, o, dos indices 1,...,n. Em
particular, tem-se que

an

a a a
n< L4 22y )

ap a4y az

p—1

Sejam agora p e x1,...,x;, reais positivos quaisquer e to-
memos na desigualdade (2)

a]»:p]xlu-xj, j=1,...,n.

Obtém-se:

n<L

S ORI

Fazendo p = 1/ {/x1 - - - X, e simplificando, obtemos:

X1+ + Xy

Y Xy <
n

que é a famosa desigualdade entre a média geométrica de
n nimeros reais, no primeiro membro, e a média aritméti-
ca de n nameros reais, no segundo membro. (Cf.[1].)

DEMONSTRAGAO DA DESIGUALDADE

DOS REARRAN]OS

A demonstragdo desta desigualdade assenta na seguin-
te observagdo. Dadas duas sequéncias de ntimeros reais,

X1,---,Xn€Y1,..., Yy asoma

X1Yy1 + XoYp + - - -+ XnYn

pode ser calculada a partir da formula de Abel de soma por
partes:

Xn(y1 4+ +Yn)
+ (xnfl - xn)(yl + - +]/n71>
+ (X2 =% 1)(1 + - FYn—2) 3)

+ (X1 — x2)y1 -

Consideremos, pois, ay,...,4y € by,..., b, sequéncias
decrescentes de ntmeros reais, e substitua-se em (3)
X1,...,Xp POT A1,...,dy € Y1,...,Yn POr qualquer permuta-
c¢dodeby, ..., by dada por uma permutacdo, o, dos indices
1,...,n.
Como by, ..., b, é decrescente, temos
by +- -+ by 2b0(1)+'”+bo(k) > by jr1+ - +by

para todo o k =1,...,n. Por outro lado, como ay,...,a,
também é decrescente, temos

ag —agy1 > 0,

paratodoo k=1,...,n — 1. Deduz-se entdo que (3) serd
maxima se tomarmos ¢ (k) =k e minima se tomarmos
ok)y=n—k+1 O

FUNCOES CONVEXAS

A convexidade de fung¢des é uma nog¢do com uma defini-
¢do extremamente simples, pelo que é surpreendente a
profundidade dos resultados que ela origina.

Definigao. SejaI C R um intervalo. Umafuncdo f: I — R
diz-se convexa se, para quaisquer a,b € I e para todo o
A € [0,1] se tiver

fAa+(1=M)b) <Af(a)+(A=A)f(b). (4

Diremos ainda que f é céncava se — f for convexa.

H4& muitas desigualdades notdveis que na sua formu-
lagdo envolvem uma fungdo convexa. A desigualdade que
dé o titulo a este canto é um exemplo, como veremos. Ou-
tra é a que se obtém como consequéncia imediata da defi-
nicdo de convexidade e que pode ser demonstrada a partir
daquela por indugdo matemdtica: para qualquer funcao
convexa fe quaisquer x1,...,x; € [ e Ay,..., A, € RT tais
que Ay + -+ + A, =1, tem-se

J= J=

Esta desigualdade é conhecida por desigualdade de Jensen.
Ela é apenas uma entre vdrias cuja demonstragéo se atri-
bui a Jensen, muitas delas com aplicagdes importantes em
todo o edificio matematico.

Johan Ludwig Jensen (1859-1925) foi um matemético
dinamarqués que, pela relevancia dos seus trabalhos em
ciéncia e engenharia, entrou para o pantedo cultural da
Dinamarca. Nos anos 90 do século XX, o Departamento de
Matematica da Universidade de Copenhaga homenageou
este matemético com um selo de correio alusivo ao seu
trabalho. Na imagem que vemos abaixo ndo é possivel ver
uma outra inscrigdo que foi feita, e que traduzida para a
nossa lingua seria: "Jensen foi dinamarqués".
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Geometricamente, a defini¢do anterior diz-nos que
uma funcdo é convexa se, para quaisquer 4,b € I, o seg-

(b, f(b)) estd

acima do gréfico de f. Sendo esse segmento dado por:

f(b) f(a)(

mento de reta que une os pontos (4, f(a)) e

—a)+ f(a), x € [a,b],
tem-se entao

W(x—u)%—f(ﬂ) > f(x), x € [a,b],

ou ainda, trabalhando um pouco a expresséo,

f(bl))_f(“)>f(x)_f(“) Ja,b].

= , X €
—a X—a

Néo é dificil ver que este tipo de raciocinio nos leva uma
formulagdo equivalente da convexidade, usando a razdo
diferencial de f,

f) - fy) f(y)

Af(xy) = ===

, com X #y.

Exercicio. Mostre que f é convexa em [ se, e s se, para
todo o y € I (fixo), a fungdo Af(x,y) for crescente na va-
ridgvel x € I\ {y}.

Uma vez que a razdo diferencial é simétrica nas duas
varidveis, deduz-se também que f é convexa se, e s6 se,
fixando x, Af(x,y) for crescente em y.

Esta caracterizagdo da convexidade permite verificar
que a funcdo f(x) = x", com n > 1, é convexa em R*. De
facto, dados x # y, reais positivos, tem-se
+ yﬂ*l ,

Af(x,y) = = 3"y

x—y
pelo que Af(x,y) é crescente na varidvel y, fixando x, e
vice-versa.

Exercicio. Verifique que a fung¢do f(x) = \/x é concava.

Analisemos agora uma caracterizagdo da convexidade

de fungdes diferencidveis:

Se f for diferencidvel em I, entdo f é convexa se, e somen-
te se, f* for uma fungdo crescente.

Demonstragio. Suponhamos que [ é crescente em I
Tomem-se x,y,z € I com

x<y<z.

Entéo, pelo teorema do valor médio de Lagrange, existem

x*,y* comx < x* <y <y* <z tais que
Af(xy) = f(x) < f'(y) = Af(zy).

Logo, a razdo diferencial é crescente na primeira varidvel,
pelo que se conclui que f é convexa. Reciprocamente, su-
ponhamos que f é convexa. Sejam x,y, u,v € I com

x<y<u<v.

Entdo, como a razdo diferencial é crescente em qualquer
das variaveis, tem-se

Af(x,y) < Bf(x,0) < Af(u,0).

Logo, fixando x e v, temos

/() = lim Af(x,) < Jim Af(1,0) = £/(2),
ie, f'(x) < f'(v) paratodoox < vem I O

Deste teorema obtém-se, como coroldrio, um critério
bem conhecido para a convexidade de fungdes:

Se f for duas vezes diferencidvel, f é convexa se, e somen-
tese, f'' > 0.

DESIGUALDADE DE KARAMATA

Jovan Karamata (1902-1967) foi um matematico sérvio que
trabalhou em Andlise. No centendrio do seu nascimento,
também ele foi homenageado num selo de correios, como
se pode ver na figura abaixo.
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Para enunciarmos o teorema de Karamata, comece-
mos por fixar alguma terminologia. Dadas duas sequén-
cias decrescentes de nimeros reais, ay,...,a, € by,..., by,
diremos que a primeira majora a segunda se

ay Zbll
ai+ay > by + by,

m+---+a1>b+---+byq e
u1+...+an :b1++bn
Tem-se entdo o teorema de Karamata:

Sejam ay, . .
centes de niimeros reais pertencentes a um intervalo I.

.,y e by, ..., by duas sequéncias decres-

Se a primeira sequéncia majorar a segundae f: I — R
for uma fungdo convexa, entdo

n

Y fla) > Y £(b)). (6)

j=1 j=1

Em boa verdade, a desigualdade de Karamata j& aparecia
numa publicacdo de Hardy, Littlewood e Pélya do ano de
1929. Karamata s6 publica a sua demonstragdo em 1932.
(Cf. [2, 4]). A demonstragdo elementar que aqui apresenta-
mos é retirada de [3].

Demonstragdo. Se existirem j, k tais que a; = by entdo
retirem-se estes termos das sequéncias, uma vez que eles
se cancelam na desigualdade pretendida. Como pode ser
verificado facilmente, as sequéncias resultantes também
satisfazem a hip6tese de majoragdo. Sem perda de gene-
ralidade, suponhamos entdo que a; # by, para quaisquer
j, k. Ponhamos

f(a;) — f(b;) ‘

6 =8 b) =——

Notemos que, como f é convexa e Af(a;, by) estd definida
para quaisquer j, k, se tem

cj = Af(aj, bj) > Af(ajq, b)) = Af(aj1,bj1) = ¢y,

ou seja, a sequéncia ¢y, . . ., ¢y € decrescente. Fixemos a no-
tacdo Ag = By =0 e, paratodok=1,...,n

k k
Ak:Zai, Bkz Zb,
i=1 i=1

Assim, da defini¢do de ¢y, ..., ¢, obtém-se

Y f@)— 3 fb) = Y (a—by).
=1 i=1 =1

Como aj=A;—A; 1 e bj=B;—B; 4, para todo o
j=1,...,n, 0segundo membro é igual a:

n

fl cj(Aj— Bj) = ) cj(Aj-1 — Bj1)
e

=1

n—1
=cy(An— By) + Z(Cj - Cj+1)(Aj - Bj)-
j=1

Dado que Ay > By paratodook=1,...,n—1e A, =By,
deduz-se (6). O

Observe-se que decorre diretamente da demonstragdo
aqui apresentada que, se a fungdo for convexa e crescente,
na condicdo de majoragdo entre as sequéncias, a dltima
igualdade pode ser omitida.

A desigualdade de Fuchs é uma generalizagdo da desi-
gualdade de Karamata que envolve a introducao de pesos
em (6) e que pode demonstrar-se seguindo os passos da
demonstragdo da desigualdade de Karamata.

Fixando reais positivos y,..., iy, a desigualdade de
Fuchs diz que

n n
Youif(a) =Y pif(by),
=1 =1
sempre que 4i,...,4, € by,..., b, forem duas sequéncias
de ntimeros reais decrescentes tais que y1 a1, . . ., gy 4, Ma-
jora i by, ..., pn by
Notemos que da desigualdade de Fuchs se pode obter
a desigualdade de Jensen, (5), fazendo

blz"‘:bn:/\lal'f'""")\nanl

e Aj =/ (uttun)paraj=1,....n.

PROBLEMAS
Terminamos com uma proposta de alguns problemas que
podem ser resolvidos usando as ideias aqui apresentadas.
Os problemas 1, 3 e 4 foram retirados de [5] e 0 problema 5
aparece em [6].

1.Sejam ay,...,a, eby,...,b, duas sequéncias decrescen-
tes de nimeros reais positivos tais que, para todo o

k=1,...,n setem
ﬂl“'ﬂkzbl"‘bk-

Mostre que a1 + -+ - +ay > by + -+ by.

2. Sejam xq,...,x; €CRT e Aq,...,A; €RT tais que
M+ +A, =1 Dado rcRT,
dia ponderada de ordem r de xy,...,%; com pesos

define-se mé-

A, ..., Ay por
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n 1/r
MP, = (Y Ax)
j=1
Suponha que 0 < r < s. Mostre que MP, < MPs.

3. Sejam 4y, . . . 4, niimeros reais positivos. Mostre que

3 3 3
QLB 4TS 22y g2
DR+ E>adrad e +ad

4. Com as hipéteses do problema anterior, mostre que

L a2 a_, a2
q(1+aj)g (1+i)'“(1+3—;)(1+a‘1‘)-
]:

5. Sejam f:[0,4;] R uma funcio convexa e
ai,dy, ..., 42,1 uma sequéncia decrescente de ntime-
ros em [0, a1]. Mostre que

(G0 n) < E ).
j=1 =
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