SOMA DE PALINDROMOS

Lagrange demonstrou que todo o nimero natural pode ser escrito
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como soma de quatro quadrados perfeitos. Um resultado recente
diz-nos que existem também representagdes dos nimeros naturais

como soma de um certo numero de palindromos.

INTRODUCAO
1 Recordemos que uma capicua, ou nimero palin-
-dromo, é um ntmero inteiro que coincide com o seu
reverso, i.e, pode ser lido da mesma forma da es-
querda para a direita ou da direita para a esquerda.
A nogédo de palindromo depende naturalmente da base
em que escrevemos o nimero. Por exemplo, o nimero
22 é um palindromo quando consideramos a sua expan-
sdo decimal, mas na sua representacdo bindria, dada por
10110, j& ndo é um palindromo. Para simplificar a discus-
sdo, vamos considerar quase sempre a representacdo de-
cimal.

Existem diversos problemas em aberto envolvendo
palindromos. Talvez o mais famoso seja o dos niimeros
de Lychrel. Definimos um processo iterativo que trans-
forma quase todos os ntiimeros em palindromos. Come-
¢amos por um ndmero natural qualquer e somamos esse
numero com o seu recfproco, i.e,, 0 nimero que se obtém
lendo da direita para a esquerda. Por exemplo, se o nd-
mero inicial for 57, somamos 57 com 75 e obtemos 132.
Podemos repetir mais uma vez esta operagdo, somando
132 com o seu reciproco 231, obtendo desta forma 363. O
resultado obtido neste segundo passo é um palindromol!
Serd que este processo iterativo, independentemente do
nimero de partida, produz invariavelmente um palin-
dromo? Se experimentarmos um niimero ao acaso, ire-
mos quase sempre obter, sem ser necessdrio muitas ite-
ragdes, um palindromo. No entanto, alguns ntimeros pa-

recem resistir a transformar-se em palindromos. Veja-se
o enigmdtico 196, para o qual foram calculados, com um
esfor¢o computacional significativo, nimeros com mais
de mil milhdes de digitos sem que surja um palindromo.
Um ntmero diz-se de Lychrel se nunca produzir um pa-
lindromo pelo processo iterativo descrito. Nao se sabe se
existe algum nimero de Lychrel, mas 0 196 é o candidato
mais bem colocado.

QUADRADOS PERFEITOS E PALINDROMOS

Nem todos os conjuntos de ntimeros naturais merecem a
mesma atengdo e o mesmo respeito por parte dos matemd-
ticos. Os conjuntos dos ndmeros primos e dos quadrados
perfeitos sdo certamente mais importantes do que o con-
junto dos palindromos. Existem diversos resultados inte-
ressantes sobre os nlimeros primos, ou sobre os quadrados
perfeitos, mas nédo se conhecem muitas propriedades en-
volvendo palindromos. Vamos agora descrever um resul-
tado recente sobre a estrutura aritmética dos palindromos.

Teorema [2]. Todo o niimero natural pode ser escrito como
soma de trés palindromos.

Por exemplo, a representacdo de 201 como soma de pa-
lindromos é a seguinte: 201 = 101 + 99 + 1. O resultado é
vdlido ndo sé para a expansdo decimal, mas para qualquer
base b > 5. Um conjunto de niimeros naturais S tal que
todo o ntimero natural se possa escrever como soma de
um ndmero fixo de parcelas de S diz-se uma base aditiva.
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Lagrange demonstrou, em 1770, que todo o ndmero natu-
ral pode ser escrito como soma de quatro quadrados per-
feitos. Podemos dizer que os quadrados perfeitos formam
uma base aditiva de ordem 4. Schnirelmann demonstrou,
em 1930, que os ndmeros primos constituem igualmente
base aditiva. Sabemos agora que os palindromos sdo uma
base aditiva de ordem 3. Este teorema melhora um resul-
tado anterior, também recente, que afirmava ser possivel
representar qualquer nimero natural como soma de 49
palindromos [1].

A demonstracdo deste resultado ocupa 42 pdginas e
ndo é muito instrutiva. A ideia é subdividir os ndmeros
naturais em diversos tipos, apresentando-se em seguida
um algoritmo que mostra produzir sempre uma solugdo
do problema. O algoritmo apresentado pode facilmente ser
implementado em computador, para produzir uma solu-
¢do especifica qualquer. Trata-se, por isso, de uma prova
construtiva e ndo apenas uma demonstragdo de existéncia.
O argumento, como referimos anteriormente, funciona
para todas as bases b > 5.

Falta saber o que se passa para b = 2,3,4. O problema
para palindromos em bases pequenas foi também resolvi-
do este ano, num outro artigo [3]. Os autores fazem notar
que o problema da representacdo de um ndmero como
soma de palindromos pode ser traduzido naturalmente
em termos de linguagens formais e autématos. Um auté-
mato é uma mdquina com um ndmero finito de estados e
regras de transi¢do que reconhece certas linguagens, i.e,
dada uma palavra, o autémato é capaz de saber se esta per-
tence ou ndo a linguagem dada. O primeiro passo é en-
contrar um autémato que reconheca todos os ntimeros que
podem ser escritos como soma de palindromos, para um
certo nimero fixo de parcelas. Em seguida, mostra-se que
o autémato definido é universal. A demonstragdo é feita
neste caso por um programa de computador. O autémato
utilizado tinha cerca de 25.000 estados, o que é considera-
do razoével do ponto de vista computacional.

A mesma técnica de demonstragdo pode certamente
ser usada para provar outros resultados matemdticos. Os
autores afirmam no final do artigo que, se um argumento
matemaético implica a anélise de demasiados casos, talvez
seja boa ideia transformar a demonstragdo num algoritmo.
Melhor ainda, devemos, se possivel, procurar um autéma-
to que descreva o problema, e assim produzir uma prova
automatica.

NUMEROS PRIMOS E PALINDROMOS
Nao sabemos se existe, ou ndo, um nimero infinito de nu-
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meros primos que sejam simultaneamente palindromos.
E possivel, com a ajuda de um computador, encontrar di-
versos nimeros primos palindromos, mas nada nos ga-
rante que estes ndmeros se esgotem. Heuristicamente, e
se acreditarmos que as defini¢des de niimero primo e de
palindromo sdo independentes, deveria ser possivel en-
contrar nimeros arbitrariamente grandes satisfazendo as
duas propriedades em simultdneo. Na verdade, para uma
certa nogdo natural de densidade de conjuntos inteiros,
podemos demonstrar que quase todos os ntimeros palin-
dromos sdo compostos, o que nos mostra que estas duas
nogdes ndo sdo independentes.

Dirichlet provou, em 1837, que existem infinitos nu-
meros primos em todas as progressdes aritméticas infi-
nitas, desde que ndo exista um divisor comum a todos os
elementos da sequéncia. Na verdade, o resultado diz-nos
que os nimeros primos estdo bem distribuidos em todas
as progressdes aritméticas. Em particular, podemos en-
contrar tantos primos da forma 3n 4 1 como da forma
3n + 2, a probabilidade de um ntimero primo deixar res-
to 1 ou 2 quando dividido por 3 é a mesma. Para algumas
propriedades os nimeros primos comportam-se de modo
aleatdrio, ou neutro.

Analogamente ao que se passa com os nimeros pri-
mos, existem também infinitos palindromos em quase to-
das as progressoes aritméticas infinitas. A tinica excegdo
sdo as progressdes onde todos os elementos sdo multiplos
de 10, isto porque, sendo o tltimo digito zero, ndo podem
conter palindromos. A distribui¢do dos palindromos pe-
las progressdes aritméticas, ao contrdrio dos primos, ndo
serd certamente regular.

Terminamos esta pequena digressdo no mundo dos
palindromos com um desafio. Consideremos a sequéncia
infinita: 1, 12, 123, 1234, 12345, ... onde cada elemento se
obtém juntando os primeiros n nimeros naturais. Serd
que algum elemento desta sequéncia depois do primeiro
volta a ser um palindromo?
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