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ma vez expostas a luz crua da
matemadtica, o que ird restar da

vesica pisces e da mandorla?

Non.” 181, marco de 2017, a Gazeta de Matemqtica publicou
o artigo “Mandorla e vesica pisces — sementes dos poligo-
nos”, da autoria de Filipe Alberto da Silva [1].

Inerente a este trabalho estd a convicgdo de que a
matemdtica ndo vive separada da Filosofia e da Estéti-
ca. Concordo entusiasticamente: nas suas tentativas para
tornar o Universo inteligivel, o Homem encontra, de vez
em quando, harmonias que o surpreendem e fascinam — e
que o levam a adotar principios de harmonia como busso-
la orientadora nas suas investigagdes. Porém, o caminho
nunca é seguro: as esperadas harmonias podem esconder-
-se quando esperamos encontrd-las e revelar-se quando
menos contamos.

Por muito cativante que seja a ideia de que um esque-
ma grafico simples como é o da mandorlafvesica pisces pode
encerrar segredos que vao da criacdo do mundo a geragdo
dos poligonos regulares, passando pela ascensdo de Cris-
to e pelo principio feminino, o nosso entusiasmo esfria
quando observamos que o pentdgono cuja construcgdo é
descrita no artigo néo é regular.

Proponho-me recordar aqui a construgdo do pentdgo-
no regular como me ensinaram nas aulas de desenho do
4.° ou do 5.° ano do liceu, fazer a sua justificacdo e analisar
a construgdo apresentada no artigo, “pelo método da ve-
sica pisces”.

Uma vez expostas a luz crua da matemdtica, o que ird
restar da vesica pisces e da mandorla?

1. CONSTRUGAO DE UM PENTAGONO REGULAR
INSCRITO NUMA CIRCUNFERENCIA
Consideremos a circunferéncia com centro O, ja dividida
por dois didmetros perpendiculares, [AB] e [CD].

Passos da construcdo:
» Determinamos o ponto médio do raio [OB]: ponto M.

» Desenhamos um arco de circunferéncia com centro M
eraio MC, que encontra o segmento [OA] no ponto N.

» Com centro em C e raio CN, desenhamos um arco de
circunferéncia, que encontra a circunferéncia dada nos
pontos Pe Q.

» Com centro em P, desenhamos um arco com o mesmo
raio considerado no passo anterior, determinando na
circunferéncia dada o ponto R. Repetimos este proces-
so com centro em Q e determinamos o ponto S.

» O poligono [CPRSQ] é um pentigono regular, isto é:
um pentiagono que tem todos os lados iguais e todos

os angulos iguais.

2. JUSTIFICACAO DA CONSTRUCAO

Comecemos por notar que as cordas [PC], [CQ], [PR] e
[QS] foram construidas com o mesmo comprimento, pelo
que os angulos ao centro POC, COQ, POR e QOS sdo
iguais. Se cada um destes angulos tiver 72°, o mesmo su-
cede com o angulo ROS, pois 360°—4 x 72° = 72°. E isso
implica que a corda [RS] seja igual as outras quatro, pelo
que o pentdgono terd os cinco lados iguais.

Quanto aos dngulos do pentdgono, eles também serdo
iguais, pelo facto de estarem inscritos em arcos de circun-
feréncia com a mesma amplitude.

Ent&o, se provarmos que o angulo POC tem 72°, pode-
mos assumir que o pentdgono estd bem construido.

Para chegar ai, vamos calcular os comprimentos de
alguns segmentos, tomando como unidade o raio da cir-
cunferéncia.

Temos entdo OB =1e OM = 1/2.

Pelo teorema de Pitdgoras, podemos afirmar que

MC = MN = /54
Temos entdo

m:m_m:ﬁ—l/z:vz(ﬁ—1)
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De novo pelo teorema de Pitdgoras, encontramos

@:W:\/12+<% (\/5—1)>2= 1+i(6—2\/§)

10 2v5 1
—\/Z—T—E\/IO—Z\@.

Consideremos agora o tridangulo [POC], is6sceles, e a altu-
ra [OH)], relativa ao lado [CP].

o

Ainda com o teorema de Pitdgoras, calculamos:

) -

/6—1—2\/_ 1+f 1+\/'

E podemos entdo afirmar que o cosseno do angulo POH
= ”T\@. Mas este valor, que é igual a metade

éigual a %
do célebre niimero de ouro, é o cosseno de 36° (ver demons-
tragdo em anexo). E como a funcdo cosseno é injetiva no
conjunto dos angulos agudos, daf deriva que a amplitude
do angulo POH é 36° e a amplitude do d&ngulo POC, dupla
daquela, é 72°.

O

3. CONSTRUGCAO DO PENTAGONO REGULAR (?)
“PELO METODO DA VESICA PISCES”
Vejamos agora a construg¢do apresentada em [1].

Como base da construgédo, dispomos de duas circun-
feréncias iguais, sendo o centro de cada uma delas um
ponto da outra circunferéncia (ou seja, uma vesica pisces,
com a sua mandorla central). Na figura a direita, os centros
sdo B e D e o segmento por eles determinado é o primeiro
lado do pentdgono que se vai construir. As circunferéncias
encontram-se em dois pontos, C e E,

Seguidamente, transcrevemos a construgdo em quatro
passos que vem descrita em [1]. A figura ilustra essa cons-
trugdo, mas apenas parcialmente.

1) Com centro em E até B, tragar arco de circunferéncia.
Encontrados os pontos F e G na vesica pisces e 0 ponto
C1 no eixo vertical CE.

2) Tragar retas de G e F para C1. Encontrados os pontos H
e I porinterse¢do das retas GC1 e FC1 (respetivamente)
com os arcos exteriores da vesica.

3) Centro em H até B, tragar arco. Repetir a mesma ope-
ragdo com centro em I. Encontrado o ponto ]| no eixo
vertical CE.

4) Completar o pentdgono regular JIDBH.

Analisemos esta construgéo.

Na figura que apresentamos, considerdmos um refe-
rencial cartesiano ortonormado, com origem em D, cujos
eixos sdo paralelos aos eixos da vesica pisces. Como unida-
de, tomamos o comprimento de [BD].

Acrescentdmos o segmento [IK], perpendicular ao eixo
Dx, com K € Dx.

Como a soma dos angulos externos de qualquer po-
ligono convexo é
amplitude do angulo IDK seria 72° (um quinto de 360°)

360°, se o pentdgono fosse regular, a

- 0 que ndo sucede, como vamos ver.

A circunferéncia de centro D é definida pela equagdo
X24y?=1

Como as circunferéncias de centros B e E tém raio uni-

tario, temos que EF = EB=ED = BF = BD =1, pelo

v
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que os tridngulos [BDE] e [BEF] (ndo desenhados) sdo
equildteros e de lado 1. Os pontos E e F tém ordenada
—V3/2 (igual a —cos60°) e as suas abcissas sdo, respetiva-
mente, —1/2 e —3/2 (igual a —1/2 — 1). Ficamos assim a co-
nhecer os pontos seguintes:

D(0,0) B(-1,0) E(=1/2, —V3/2) F(=3/2, —V3/2)

Quanto ao ponto C;, atendendo a que C1E = 1, as coorde-
nadas sdo (—1/2, 1 — V3/2).

Entdo, a reta FC; (que vai determinar o ponto I na cir-
cunferéncia de centro D) tem declive

1-v3/24V3/2
12432

e pode ser definida pela equagdo y + v3/2 =1 (x +3/2),
equivalentea y = x + 3*—2\/5

Portanto, as coordenadas do ponto I podem ser obti-
das resolvendo o sistema constituido pelas equagdes da
circunferéncia de centro D e da reta FC;

{ 2y =1

Substituindo na 1.? equagédo y por x + 3%@, obtemos uma
equagdo do 2.° grau em x, que fornece as abcissas dos dois
pontos de encontro da reta FC; com a circunferéncia. O
ponto I é um deles e a sua abcissa é a seguinte:

—34+V3+V6V/3—4
: .

Dispenso-me de apresentar aqui a resolugdo da equagao.
Observando o triangulo retangulo [IDK], cuja hipote-
nusa tem comprimento 1, podemos entdo dizer que

~3+V3+ V634
. .

cosIDK =

Ora este valor difere do coseno de 72°, que é igual a
—1+V5
-
Com auxilio de uma calculadora, ficamos a saber que a
amplitude aproximada do angulo IDK é 71° 38'.
Portanto, este pentagono nao é regular — apesar de ser
uma boa aproximagéo e de ter os cinco lados iguais.

CONCLUSAO
A informagdo veiculada no artigo [1] é muito rica e sugesti-
va nos aspetos estético, histérico, arquiteténico e filoséfico.
Mas e do ponto de vista estritamente matemaético? Po-
deremos “salvar” a vesica pisces?
A minha resposta é sim, se procedermos através de
uma construcdo alternativa. De facto, a vesica presta-se

mesmo a construgdes exatas do pentdgono regular, sendo
dado o comprimento do lado.

Passo a expor a ideia, em tragos largos.

Néo é dificil provar que o quociente entre qualquer
diagonal do pentdgono e qualquer lado do mesmo é o ni-
mero de ouro,
1++/5

5
Retomemos entdo a figura anterior, continuando a consi-

b =

derar BD = 1(lado do pentdgono a construir).

O vértice contiguo a D e situado a direita de D, que
vamos designar por I1 (para ndo confundir com I), fica de-
terminado por duas condigGes simples: dista ”T\/g deBe
dista 1 de D.

Se considerarmos um tridngulo retdngulo em que um
cateto tem comprimento 1/2 e o outro tem comprimento 1
(0 que, na vesica, pode ser feito de muitas maneiras), obte-
mos, na hipotenusa, o comprimento v5/2. Na figura, cons-
truiu-se [PQ] e, depois, com o mesmo comprimento, [PR].

Depois, se prolongarmos com um segmento de com-
primento 1/2, jd temos um outro segmento com compri-

14++/5
5

mento
b =

Na figura, temos [BR].

Para determinar o ponto I1, basta agora determinar
um dos dois pontos de encontro da circunferéncia de cen-
tro D e raio 1 com a circunferéncia de centro B e raio ®.

E o resto da construgdo decorre sem dificuldade.
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ANEXO - VALORES TRIGONOMETRICOS DE 36°
E 72° E MEDIDA DA DIAGONAL DO PENTAGONO
REGULAR

Por estarem associadas, de alguma maneira, ao pentdgono
regular, as amplitudes de 18°, 36°, 54° e 72° merecem ser
consideradas amplitudes notdveis, a par das amplitudes de
30°, 45° e 60°.

As amplitudes de 36° e 54°, respetivamente dupla e tri-
pla da amplitude de 18°, sdo, além disso, complementares
e, portanto, cos 54°=sen 36°.

Designando, por razdes de comodidade, a amplitude
de 18° por a, podemos escrever cos (3a)= sen (2 a), equa-
¢do que nos habilita a calcular o valor exato de sen18°.

cos (Ba)=sen (2a) < cos 2a + ) =sen 2a)
< cos (2a) cosa—sen (2a) sen ax=sen (2ax)
< (cos?2a—sen2a) cos a—2sena cos & - sen

= 2sena cosa.

Dividindo ambos os membros desta equagdo por cosa
(que é diferente de zero), vem:

cos?a— sen?a—2sen?x = 2sena &
< 1-sen?2a —sen?a — 2sen?a = 2sena
< —4sen?a—2sena+ 1 =0

1++5
_4 .

< sena =

O valor que nos interessa é a solugédo positiva, portanto,

1-5
_4 ‘

sen 18° =

A partir deste resultado, podemos agora calcular os va-
lores trigonométricos de que precisamos, no contexto da
exposicdo anterior: cos36° e cos72°.

c0s36° = cos (2 X 18°) = co0s218° —sen?18° = 1 — 2sen?18°

2
—1-2x (1_;/5> :1_2xﬂ5

16

. 3-Vh_ 1445
N 4 4

c0s72° = cos (2 x 36°) = cos? 36° — sen? 36°
145
=-1+4+2c0s236°=-1+2x Z

6+2v5 | 3+V6
16 4

=-14+2x

 -1+45
-

a=36°
y=18°
‘3:54\ 0
6?

Quanto a medida da diagonal do pentdgono relativa

ao lado, podemos ver agora claramente que é .

Observemos a tltima figura. Se designarmos por [ e
d as medidas respetivas dos comprimentos do lado e da
diagonal, e tomando I = 1, segue-se que:

o 2 1+V5 d . 1445
COS36—T<=> n —E(:)d_ B
Ouseja: d = @.
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