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Tera a trigonometria sido criada na antiga Babildnia, séculos antes de ser jesantos@fe.up.pt

reinventada na antiga Grécia?

N do é vulgar a Histéria da Matemética ser noticia, mas
este verdo foi isso que aconteceu. Por exemplo, uma
noticia do Observador,' publicada a 25 de agosto, teve por
titulo “Desvendado enigma matemdtico com 3700 anos” e
comecava por:

“A anédlise de uma tabela trigonométrica com cer-
ca de 3.700 anos leva a crer que os matemdticos da
Babilénia jd estudavam trigonometria muito antes
dos gregos.”

Este jornal limitou-se a fazer eco do que muitos outros
meios de comunicagdo social fizeram nos mais diversos
paises. Por exemplo, o The Telegraph publicou também
uma noticia sobre este tépico.?

Na origem disto, encontra-se o artigo [2], publicado
numa revista de Histéria da Matemadtica chamada, muito
apropriadamente, Historia Mathematica. Antes de descre-
ver o artigo, convém fazer uma introdugdo a Matematica
da Babilénia.

O periodo histérico que nos interessa aqui situa-se
entre os anos 1830 a.C. e 1530 a.C., aproximadamente.
A Matemdtica desenvolvida nesta época na Babilénia (ou
Mesopotamia) tem muitos aspetos fascinantes, que po-
dem ser vistos em [3]. Para comegar, hd o sistema de nume-
ragdo empregue. Tratava-se de um sistema de numeracéo
posicional em base 60, cuja influéncia ainda se nota nos
nossos dias: é por causa dele que dividimos cada grau e
cada hora em 60 minutos e cada minuto em 60 segundos.

Outro aspeto interessante da Matemética na Babilénia
é omeio fisico usado para a preservar. Os textos eram escri-
tos em placas de barro, que depois eram cozidas. Este ma-
terial é bastante resistente e centenas de placas desse tipo
foram descobertas em escavagGes desde meados do século
XIX. Aquela que é talvez a mais famosa de todas e que é
também a que é a fonte de toda a recente agitacdo é a que se
pode ver na figura 1, conhecida por Plimpton 322.
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Figura 1. Placa de barro Plimpton 322.

htep://observadorpt/20 | 7/08/25/desvendado-enigma-matematico-com-3-
700-anos/

heep:/fwww.telegraph.co.uk/science/2017/08/24/3700-year old-babylonian
-tablet-rewrites-history-maths-could/
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O seu nome tem origem em George Arthur Plimpton,
um editor norte-americano que a comprou a um arquedlo-
go em 1922. Tem o tamanho aproximado de um postal: 127
mm de comprimento por 88 mm de largura. Além disso,
tem cerca de 2 cm de espessura. Aquilo que a placa contém
foi descrito no artigo [4], publicado em 1945.

E aquilo que a placa contém séo 15 linhas de ntime-
ros (antecedidas de uma linha com nomes das colunas),
distribuidos por quatro colunas. A quarta estd presente
unicamente para numerar as linhas (contém os niimeros
de 1a 15, por esta ordem). O que realmente interessa sdo as
trés primeiras colunas. Comecemos pela segunda e pela
terceira. As trés primeiras linhas destas duas colunas po-
dem ser vistas na tabela 1.

Tabela 1. Extrato da placa Plimpton 322

119 169
3367 4825
4601 6649

E 0 que é que sdo estes nimeros? A partida, parecem
nimeros naturais aleatorios, tirando o facto de o da direi-
ta ser sempre maior do que o da esquerda. Por esta amos-
tra, poderia parecer que os niimeros de cada coluna estdo
dispostos por ordem crescente, mas ndo é assim em geral,
pois, por exemplo, os nimeros da quinta linha sdo 65 e 97.
Além disso, os niimeros da quarta linha (12709 e 18541)
sd0 os maiores de todos.

Hé4 aqui uma regra escondida, que se revela ao elevar-
mos o niumero da direita ao quadrado e lhe subtrairmos o
quadrado do da esquerda:

> 1692 — 1192 = 14.400 = 120%;
> 4.825%2 — 3.3672 = 11.943.936 = 3.4562;
» 6.649%2 — 4.6012 = 23.040.000 = 4.8002

e assim por diante. O que se passa é que os niimeros da
segunda coluna sdo “catetos” e os da terceira coluna sdo
“hipotenusas” de tripletos pitagéricos, ou seja, de tri-
pletos (a,b,c) de nimeros naturais tais que a4+ v =2
De facto, é mais preciso do que isto: o nimero da segun-
da coluna é sempre o cateto mais curto de um tal tripleto
pitagérico (como em cada um dos exemplos que vimos).
H4 outra regra oculta nestes niimeros, que se torna
clara ao decompormos em fatores primos os catetos lon-
gos dos tripletos pigagoricos envolvidos. Ao fazermos isto

aos trés primeiros, obtemos:

»120 =23 x 3 x 5;
»3.456 = 27 x 33;

> 4.800 =26 x 3 x 52,

O leitor estd a ver o que hd em comum nestas decom-
posi¢oes? Nao? Entdo continuemos. O cateto longo da
quarta linha é

/185412 — 12.7092 = 13.500 = 22 x 33 x 5°.

Como ja foi referido, hd um caso no qual o cateto curto
tem o valor 65 e a hipotenusa tem o valor 97; nesse caso, o
cateto longo vale 72 = 23 x 32.

O que ha em comum a todos os catetos longos é o facto
de os seus fatores primos serem sempre 2, 3 ou 5. E qual
é a importancia disto? Acontece que, como jd foi referido,
na Babilénia os cdlculos eram feitos em base 60 e os fato-
res primos de 60 sdo 2, 3 e 5. Resulta daf que as fragdes
irredutiveis m/n que podem ser representadas em base 60
com somente um ntimero finito de algarismos sdo preci-
samente aquelas para as quais 7 ndo tem nenhum fator
primo além de 2, 3 e 5, da mesma maneira que, em base 10,
as fragdes irredutiveis que podem ser representadas com
somente um ntmero finito de algarismos sdo aquelas para
as quais 1 ndo tem nenhum fator primo além de 2 e 5.

Passemos a primeira coluna. O que esta contém é pas-
sivel de ser interpretado de diversas maneiras. Uma delas
é a seguinte: se estamos a falar de um tripleto pitagori-
co (c,Lh), onde c é o cateto curto, I é o cateto longo e I é
a hipotenusa, entdo a primeira coluna contém o niimero
¢®/12. Outra interpretagdo é a seguinte: contém o nimero
1/2(= 1+ ¢/12). Em qualquer dos casos, os ntimeros da
coluna da esquerda estdo dispostos por ordem decrescen-
te, sendo o maior 0,9834028 e o menor 0,3871605 (na pri-
meira das interpretagdes atrds mencionadas; para passar
para a segunda, basta adicionar 1 a cada nimero).

Repare-se que os valores dos niimeros fraciondrios do
parédgrafo anterior sdo somente aproximadas, mas sio exa-
tos no sisteina de numeragdo da Babilonia, precisamente por
se estar em cada caso a dividir por um ndmero que néo
tem outros fatores primos além de 2,3 e 5.

Antes de passarmos ao artigo que criou toda esta agi-
tagdo, ha um aspecto lateral que convém comentar. O texto
do Observador atrds mencionado contém esta passagem:

“Segundo os investigadores, existem evidéncias de
que o povo da Babilénia conhecia a famosa equa-
¢do de Pitdgoras (em qualquer tridngulo retangulo,
o quadrado do comprimento da hipotenusa é igual
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a soma dos quadrados dos comprimentos dos cate-
tos), muito antes de o grego lhe ter dado o nome.”

E dificil errar tanto em tao pouco espago. Vejamos:

» Segundo os investigadores, o que existem sdo pro-
vas. “Evidéncia” é a qualidade de ser evidente e também
pode ser considerado uma nogdo clara ou uma certeza
manifesta, o que ndo é o caso aqui. Naturalmente, o que
houve aqui foi uma ma tradugéo para portugués do termo
evidence.

» O artigo original usa a designagdo tradicional para
o teorema de Pitdgoras e ndo a expressdo “equagdo de Pi-
tagoras”.

» Quem 1é o texto do Observador pode ficar com a im-
pressdo de que isto (ou seja, o teorema de Pitdgoras ser
anterior a este) é uma descoberta nova. De facto (como os
autores do artigo deixam claro), é algo que jd é aceite ha
décadas que o chamado teorema de Pitdgoras ja era co-
nhecido na antiga Babilénia, cerca de um milénio antes de
Pitdgoras ter sequer nascido. Este conhecimento provém
do estudo de outras placas de barro da Babilénia, além da
Plimpton 322.3

Os autores do artigo, Daniel Mansfield e Norman J.
Wildberger, divulgaram no YouTube filmes relativos a este
assunto. Um deles é bastante curto e s6 surge af o primeiro
autor.* Ha outros, mais longos, no canal do YouTube do se-
gundo autor.* Ambos sao professores na Universidade de
Nova Gales do Sul, na Austrélia.

E o que é que eles defendem relativamente a placa
Plimpton 322? Defendem uma ideia, que nédo é nova, se-
gundo a qual a placa é uma tabela trigonométrica.® Esta
ideia ja fora sugerida no texto original de Neugebauer e
Sachs [4]; veja-se também [1, § 2.2], embora o autor deste
texto favoreca a ideia de que a placa Plimpton 322 tem um
significado aritmético e ndo trigonométrico.

Mansfield e Wildberger defendem que a tabela Plimp-
ton 322 é uma tabela trigonométrica, mas de um tipo
de trigonometria fundamentalmente distinto do atual.
A trigonometria, tal como a conhecemos actualmente,
estd intimamente ligada a nogdo de angulo. Wildberger e
Mansfiled apresentam a ideia de que a trigonometria que
se manifesta nesta tabela tem origem na relacédo entre os
comprimentos dos lados e das diagonais de retdngulos.
Considere-se, por exemplo, o retdngulo da figura 2, o qual
tem 72 unidades de comprimento, 65 unidades de largu-
ra e cuja diagonal tem 97 unidades de comprimento. Isto
corresponde a uma das linhas da Plimpton 322, aquela na

qual surgem os niimeros 65 na segunda coluna e 97 na
terceira.

65 97,
e

Figura 2. Retangulo com diagonal.

Néo hd nada de errado na ideia de que a trigonome-
tria (ou qualquer outro ramo da matemiética) tenha tido,
noutra época e noutra cultura, uma abordagem radical-
mente diferente da atual. Pelo contrdrio, é frequentemente
um obstdculo tentar compreender a matemdtica de outra
era impondo a nossa maneira de ver as coisas. No entanto,
convém que se apresentem provas de que a nova interpre-
tacdo estd correta, e isso ndo é algo que os autores fagcam.

Outro aspecto negativo do artigo de Mansfield e
Wildberger estd no que tém a dizer sobre niimeros e, mais
precisamente, sobre a exatiddo dos célculos a que fazem
referéncia.’ E impressionante constatar a quantidade de
vezes que os autores mencionam este aspeto. Por exemplo,
escrevem que, caso a interpretacdo deles esteja correta, a
tabela Plimpton 322 é “tnica devido a sua natureza exata,
a qual faria dela a tinica tabela trigonométrica do mundo
totalmente precisa” (com o itdlico no texto original). O que
é que eles querem dizer com isto? O que se passa é que a
tabela estd construida, como jd foi referido, de maneira a
que todos os quocientes que surgem na primeira coluna
tenham denominadores cujos tinicos fatores primos sejam
2,3 e 5, 0 que faz com que se possam exprimir em base 60
com somente um numero finito de algarismos. Observe-
-se que, uma vez que para isto s6 interessam os fatores
primos da base, o resultado seria exatamente o mesmo se
trabalhdssemos em base 30 e ndo em base 60.

3http:/www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Babylonian_Pythagoras.
htm{

https:/www.youtube.comiwatchA=i9-ZPGp I AJE
Shttps://www.youtube.com/userinjwildberger
¢https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/mathhist/plimpnote.htm/

"Algumas das observagdes que se seguem também foram feitas no
blogue “Roots of Unity" da Scientific American; veja-se https://blogs.scienti-
ficamerican.com/roots-of-unity/dont-fall-for-babylonian-trigonometry-hype/
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E se continuarmos a trabalhar em base 10? Nao pode-
remos construir uma tabela trigonométrica andloga, na
qual os catetos longos dos tridngulos pitagéricos néo te-
nham outros fatores primos além de 2 e de 5? A resposta é
afirmativa; o preco a pagar, por asim dizer, é que os ndme-
ros com que teremos de trabalhar serdo bastante maiores.
Mas isso é o que acontece sempre que se passa de uma
base para outra: algumas coisas ficam mais fdceis e outras
ficam mais dificeis.

Além disso, o facto de trabalharmos com fragdes cuja
expansdo em base 60 s6 exige um ndmero finito de alga-
rismos também tem um prego: é que os dngulos déo sal-
tos irregulares, ao contrdrio de uma tabela trigonométrica
tradicional, onde se podem ver, por exemplo, os valores
de tan1° tan2° tan3° e assim sucessivamente. Podemos
entdo optar entre trabalhar somente com nimeros que
se podem exprimir com um ndmero finito de algarismos
ou trabalhar com os angulos uniformemente espagados.
Mais uma vez, cada opcdo tem vantagens e desvantagens
relativamente a outra, embora, com a facilidade atual de
acesso a computadores que fazem célculos com uma enor-
me rapidez, seja dificil que, na prética, se possa defender
a primeira opgéo.

Por vezes, é dificil levar a sério as afirmagdes dos
autores. Por exemplo, no video curto acima mencionado
onde aparece somente Daniel Mansfield é afirmado que,
em base 10, s6 hd duas fracoes exatas: 1/2 e 1/5. Isto é um
disparate. Ndo hd nada de inexato em 1/3. O que se passa
é que, contrariamente a 1/2, por exemplo, 1/3 ndo se pode
exprimir, em base 10, sob a forma 0,414243 ... usando so-
mente um ndmero finito de algarismos. E, com efeito, em
base 60 jd ndo hd esse problema. Mas o que é perturbador
aqui é a afirmacdo de que 1/2 e 1/5 sdo as 1inicas frages
bem-comportadas (neste sentido) relativamente a base 10.
Ent&o 1/4? Ou 1/8? No video referido, ao mencionarem as
fragbes que podem ser escritas em base 60 com somente
um nimero finito de algarismos, af jd sdo referidas 1/4 e
1/8. A dualidade de critério é bastante ébvia e chocante.

Deve ser aqui referido que o segundo autor, Norman
J. Wildberger, é muito critico do uso do infinito em ma-
temdtica. Por exemplo, no prefdcio do seu livro Divine
Proportions: Rational Trigonometry to Universal Geometry?®,
Wildberger afirma (pdg. xv) que a teoria ai exposta “une
as trés dreas nucleares da Matemética — Geometria, Teoria
dos Ntimeros e Algebra — e expulsa a Anélise e os proces-
sos infinitos das bases do assunto”. Também defende af
(pégs. 22-23) que ha graves problemas 16gicos por resolver
relativamente ao conceito de niimero decimal (que o autor
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define como sendo os niimeros que tém uma “expansao
decimal especificada por um algoritmo, um programa de
computador ou uma fungdo”) e, por maioria de razdo, ao
conceito de ndmero real. Assim, ndo admira que as ideias
defendidas no artigo em questdo encaixem como uma
luva na sua visdo da matematica.

Para terminar, recomendo ao leitor a leitura do artigo
[5° para ter uma visdo sébria e bem fundamentada rela-
tivamente a placa Plimpton 322, curiosamente também
publicado na Historia Mathematica.
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