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se verifique a condicio AP = BP (tese), basta que se tenha
[AMP] = [BMP] e AMP = BMP (visto que, em triangulos con-
gruentes, a angulos congruentes se opdem lados congruentes);
mas a G)tima congruéncia resulta da hipétese, pois que, sendo u
(ou MP) perpendicular a AB, os angulos AMP e BMP serdo
rectos e portanto congruentes: resta-nos, pois, a condicdo
[AMP] = [BMP] ; mas, como os triangulos [AMP] e [BMP] sdo
rectangulos, e um cateto dum é congruente a um cateto do
outro (o lado MP comum', a dltima congruéncia sera satis-

feita, desde que se tenha AM = BM ; ora, esta condi¢do resulta
imediatamente da hipdtese, pois, como dissemos, M é o ponto
médio de AB: assim o teorema fica demonstrado.

Muitas vezes, as demonstracdes feitas pelo método ana-
litico sdo conduzidas de modo que o térmo inicial seja a pro-
posicdo dada, «, € o térmo final, uma proposicao, », conhe-
cida como verdadeira, conforme o seguinte esquema: o<—
<~ o <— - <—a,<—0. E claro que, na redugdo de a a a,
de «; a ay, etc., intervém proposicdes conhecidas, em geral dis-
tintas de », mas na demonstragdo éatribuida a estaum papelde
relévo, como se a veracidade de o ficasse reduzida, por éste
processo, a veracidade de v, e s6 a dessa proposicdo — o que
nao € exacto. f
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Licenciaturas em ciéncias fisico-quimicas e em ciéncias
matematicas, cursos preparatorios das escolas mili-
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555 — Para que valores de m sdo reais e desiguais as
quatro raizes da equacgdo: 2x4—(3m—2) 824+ m?2—4=0. R: Para
que as quatro raises sefam reais ¢ desiguais é necessdrio e sufi-
ciente que o descyviminante, @ soma ¢ o produto das raises da
equacdo resolvente 2x2—(3m—2) x+m?—4=0, sejam positivos,
0 que torna as suas raises veais, desiguais e positivas. Quere
diser serd: (3m—2)2--8m2+32>0; 3m—2>0 e m?>-4>0.
Estas desigualdades sdo satisfeitas : a 1. para qualquer valor
veal de m; a 2.% para m >2/3 ¢ a 3.% para valores de m tais
que m>2 ou m <—2. Satisfasem pois as trés desigualdades
simplesmente os valores de m reais tais que m > 2. JHC

556 — Aplique a férmula do desenvolvimento do binémio
de Newton ao desenvolvimento de (14+wx)4. R: (1+4x)i=
—1-4+4x+6x244x3 x4, J5Cy

557 — Defina algébricamente o logaritmo do nimero V
no sistema de base a. Calcule o logaritmo de 16 no sistema
de base 2. R: Chama-se logaritmo do nimero N no sistema
de base a ao mimero x tal que a*=N. Assim log, 16=x,2*=16
Xi=—=4., A CC;

558 — Os comprimentos das bases de um trapézio rectan-
gulo sdo 16m,32 e 13m,86 e o da altura &€ 4m,29. Calcule recor-
rendo ao calculo logaritmico, os valores dos argulos do tra-
pézio. R: Como ¢ obvio dois dos dngulos sdo rectos e 0os outros
dois sd@o os angulos agudos dum triangulo rectangulo de que
0s catelos s@do 4m29 ¢ 2m46--16m32 13286, £ serd entdo

2,46 :
159 donde logtg2=0,39094-+1,36754=1,75848 ¢ 2.=29049'52"
e B—600 10! 8/ —90°--290 49/ 521, s

L o

559 — Verifique a igualdade: sen(a+b)sen(a—b)=sen2a—

Em geral, aplica-se éste método, quando as sucessivas pro-
posicdes sio mesmo equivalentes entre si. Sao déste género as
demonstracdes que, vulgarmente, se apresentam como «veri-
ficacoes de identidades», em que a passagem de cada térmo
para o seguinte é feita com a aplica¢ao dos chamados «prin-
cipios de equivaléncia das equacdes». Exemplo: Seja o teo-
rema: "a."yYb="yab"; para a sua demonstragio con-
sideremos, sucessivamente, as seguintes proposicoes, equiva-
lentes entre si: ("ya."yb) = ("yab)", ("Va)".("yb)" —
—("y/ab)”, ab — ab; mas a ultima proposic¢do ¢ incondicio-
nalmente verdadeira (trata-se duma identidade): logo, também
a primeira, equivalente a esta, sera incondicionalmente verda-
deira, e assim o teorema estd demonstrado. Notemos que, neste
exemplo, intervieram nio s6 os principios de equivaléncia,
mas ainda : 1) propriedade relativa & poténcia dum produto;
2) definicdo de poténcia; 3) propriedades da igualdade.

(Continua) JOSE SEBASTIAO E SILVA

d) Em virtude das convencdes adoptadas no § 12, a hip6tese déste
teorema (<a € b sdo nameros» e «m é um nimero inteiro») € supérflua,
e assim o teorema fica reduzido a tese, proposicdio incondicionalmente
verdadeira neste caso. Supomos, é claro, que se trata aqui apenas de raizes
positivas.

ESCOLAS SUPERIORES

—sen?b. R: sen(atb)sen(a—b)=(sen acosb+senb cosa)><
X (sena cosb—sen b cos a)—sen?a cos?b—sen?bcos’a—sen?acos’b —
sen’b(1--sen?a)=sen’a(cos?b+sen’b)—sen’b—=sen?a—sen’b .

J. C.
560 — Determine, sem recorrer as tdbuas, os valores de:

13
cos 75°=cos (30°445°) e de tg <~— A -> R: ¢os 50 =cos (300
)

+45°)=cos 30° cos 45°—sen 30° sen 45° — ‘{2.3, 4 ‘/2 & % : ‘{)2
V2 ¢ ey A3 ) 13 ¥ - e
=Y (V5-1); tg<_ = w)=.,,tg§r:_tg 5=—V3. lLc

561 — Considere uma circunferéncia de raio ». Trace
uma outra circunferéncia de raio

, € que seja tangente interior-

r;ente a4 primeira. Demonstre '

que ha um numero inteiro de cir-
cunferéncias nas condicoes da 2.2
e que s3ao tangentes entre si. B
R: Da figura, considerando o
triangulo |OAC], dedus-se que

_ﬁzl, dond, 300
sen o oC 9 onae d.—=c (4

A
portanto AOB=60°. Como 360°=

=600 conclue-se que ha um mimero inteiro de circunferéncias
nas condicoes do enunciado,; ésse miimero é evidentemente 6. j, C.

562 — Numa divisdo, com resto diferente de zero ;qual é

o menor numero de unidades que pode juntar ao dividendo
sem alterar o resto? Justifique a resposta. R: Zem-se
(1) D=dq tr, r <d; adicionando m a ambos os membros de (1)
vem (2) m+D=dq+r+m. Para que m seja o menor niimeyo
nas condicoes do enunciado, deverd ser (3) m+D=d (q+1)+r
ou atendendo @ (2) e (3) r+dq+m=d(q+1)-+r e portanto m=d.
RSAC
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563 — @) Quais sdo as superficies de revolucio mais im-
portantes que conhece? Como podem ser geradas? Dé as
suas defini¢oes como lugares geométricos. Descreva-as suma-
riamente. 4) E dado um triangulo isosceles cuja altura é igual
ao dobro da base. Faz-se girar ésse triangulo em torno da
base; exprima a area do sélido obtido em funcdo da altura
do triangulo. R: §) O solido gerado é constituido por dois
cones da base comum e simétricos em relagdo ao plano desta,
A drea do sélido é, portanto, o débro da drea lateral de um
dos cones. Qualquer déstes tem por base um civculo de raio
r=2b, sendo b a base do triangulo dado, ¢ por altura h=b/2.
Logo S=2{/1Tb=.

564 — Determinar o raio da base e a altura dum cone cir-

1 3
i Ta’
3

R : O enunciado condus ao sistema

cular recto sabendo que o seu volume é e que a sua

4rea total é =b2. Discussdo.

[1 2h 3
— #r2h =—ra’
o a

>~

( r2h—4a

dond,
{ T0- 1 h2— (b2 12)2 bk

G

g?=r2+h? ou
l =T (g+r)==b?
Vbt + /b5 128b2 ad
2b
e o problema terd duas solugoes.

. Condig¢do de possibilidade b®>128ab

r=-+

565 — Determinar m de modo que a fraccdo f(x) =

x24+1
T X242 +m
fique a determinacdo. R: A frac¢do dada serd positiva se a
desigualdade x2+2x+m >0 se verificar qualquer que seja x
real, visto que o numeradoy é sempre positivo o que condus
am>1,

seja positiva para todo o valor real de x. Justi-

A“L-G-E-B-RA

F. C. C.—2.° exame de fregiiéncia, 1940

569 — Determinar ~# de maneira que a equacao a*>+{ay?
+(a+1)xy+(1—a)v+h—-0represente duas rectas.

570 — Mostrar que as bissectrizes dos angulos externos
de um triangulo encontram os lados opostos em pontos coli-
neares.

571 — Para valores reais de @, mostrar que a equagao
f(x)+af'(x)=0 tem, pelo menos, tantas raizes reais como a
equacao f (x)=0.

572 — Partindo do método de aproximacao de Newton,
deduzir uma regra para obter a raiz quadrada do nimero
positivo A .

573 —; Qual é a condigdo para que a equacdo &% axd|
+ 82 ¢cx+d—=0 tenha duas raizes cuja soma seja igual a soma
das outras duas?

F.C.L.—2.°Exame de fregiiéncia, Maio e Junho de 1940

574 — Complete, de forma que seja reciproca, e resolva a
equacdo 6a0+5x0—4dxit44a24... =0, R: Os termos que fal-
tam sdo —5x e —6. As raizes sdo +1,2,1/2,-3, —1/3.

575 — Deduza a equagado da circunferéncia que passa por
P (0,1) e forma com a circunferéncia &2+ y2—3x+4y+5=0

GAZETA DE MATEMATICA

566 — Seja um triangulo rectangulo de catetos b e ¢ e
seja b+¢=S, b—c=S'. Exprimir em funcdo de S e S' arazio
das areas do triangulo e do seu circulo circunscrito. R: Zem-se

S+ S! S—S! 1
imediata e sucessivamente b=——_—1 c=— = a3=':§(S?—{~S'~’)

—a 1 2 DNS AN P % 9 19 AIA_S’),,SQ 1,
B (8% B, Ayes S TRsRy e i S

567 — Determinar o maior e o menor valor que pode

tomar a soma do seno com o coseno dum mesmo angulo.
[ \

R: A4 soma S=senasicosaz—=senas sen( 3 ~~a,) pode escre-
N /

ver-se S—-‘)seni—cos<7mL T>= ‘/‘Z.cos(a,-#%)- Como  se

reconhece, imediatamente, S serd mdximo quando o [for

/ o N / 7 \
cos(z i —1>r ou' 0 que ¢ 0 mesmo, quando for cos (a. r 1 )*— il
4 N 2

e, portanto, o= 2ks — i— (k 7nteiro) .

568 — Defina progressdo aritmética. Resolva o seguinte
problema: Numa progressédo aritmética de #+1 termos, conhe-

- ce-se a soma s dos #z primeiros termos e a soma S dos #

ultimos. Calcular os elementos da progressdo. R: 4 relacdo
S—s 1
aiS=s}atrn dd-nos r= Eige i B relagdo a+S= ~(2a+

+rn)(n+1) conjuntamente
(3-n)S+(n-—1)s
Al se inda gk by

2n

com o resultado anterior

e podemos calcular os elementos da pro-
gressdo.

As solucdes dos exercicios 565 a 568 foram-nos cedidas pelo assistente
Dr. Augdusto Sé da Costa.

SR EsRABOLR

um sistema de eixo radical »;, sendo 7, tangente a x¥2+9" - 2x—
—4y—-5=0 no ponto P (0,5). R: 6 (x2+y?)—36x+13y —45=0.
576 — Deduza as equacdes duma recta que passe pelo
ponto P efacacom OX e OZ angulosde 45° e 60° respecti-
vamente; P € traco da recta ¥=2¢—0, y=3s—1 no plano =;
= € um plano paralelo a x—y+ {/25—7=0, cortando a esfera
X2+ 9?52 —4x+29—-20=0 segundo uma circunferéncia de raio
20 ‘ - 30 : 10
i S iy o T et
V2 % 1 E i o4

577— Resolva a equagdo 245 —x4—1143 41642 —30x 4360,

X —

iguala 3. R:

e A S L

578 — Calcule a drea do paralelogramo definido pelas
rectas de equagdes 2x—5y+14=0, bx+y—19=0, 2xv—5Hyv—
—13=0 e bw+y+8 =0. R: S=27,

579 — Deduza as equagdes da recta definida pelos pontos

P, e P»; Py é um dos pontos da esfera a2+ y2+32—4x+2y—65-+
g x+1 2+3
+5=0, em que o raio & paralelo a _'451 =%= g -

o ponto de encontroldas rectas 7; e #, de equacdes x=5s—2,

Yepgé
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580 — Resolva a equagdo Hx?+6=0 usando o método das

equacoes reciprocas, R: .\/6, ¥ \/G .1+ ‘/5%‘/-2(‘/5—5),
5 5 +

s /54 V5 (1ETs)
\/) V5+V2 (V5+5) ;

4

581 — Deduza a equagao da circunferéncia que passa por
Pj e é tangente a 7, no ponto P,{—3,—1); P, éainterseccdo
de 3x¥-2y—-3=0 com a mediana relativa ao vértice 4 do
triangulo definido pelos pontos 4 (0,—1) B(1,3) C(5,1), e
ry € paralela ao lado BC do mesmo triangulo. R: 6 (x24-y?)+
+19x 22y —25=0.

582 — Calcule a distancia da recta »; arecta #,; »; € eixo
radical do sistema formado pelas esferas de equacdes x2+4 32+
+82—=3x4-2y +5—12=0, a2+ y*+ 32+ —5=0, 24 945242y —
—6=0 e 7, & a recta de equacoes ¥=3s—-1, y=542.

R: d=1/y/6.

583 — Escreva uma equagdo de 4.° grau que admita as

' raizes 1 e 2 e cujo primeiro membro dé de resto —90 e —144

quando dividido por (x+1) e (x4-2) respectivamente.
R: (x+1) (x+2) (x+4) (x—4)=0.

584 — Deduza a equacdo duma recta que faca com OY
um angulo de 30° e passe a distancia 2 do centro da circunfe-

réncia 42+ y2+2x—6=0. R: x— {/3y—3=0 ¢ x— \/gy +5=0.

585 — Deduza as equacdes da perpendicular comum as
rectas 7, € #, e que as encontra; »; passaem P;(1,0,0) e é
paralela a OZ, », passaem P,(1,-1,1) e é paralela a
x+5 =z—1 : ,x-:l
;2 = —-:—3—1 _1’:0. R: ' :"T1 .

586 — Desembarace a equacdo 2x5--dxt 12043 1232 —
—x+3=0 do térmo em &3, R: 2x5}25x4 -428x2-1073x —
—T67=0 ¢ 2x5—25x41}822x2—-3043x1+3273=0.

587 — Dadas as rectas # e 7, deduza a equagdo duma
recta que passe pelo ponto de abcissa 5 da recta 7y e forme
com as rectas dadas um triangulo de area S=7; »=3x—2y—
—7=0, ry=x+4y—7=0. R: 2x+y—14=0 ¢ x—3y+47=0,

588 — Deduza a equacdo do plano que passa pelo centro
da circunferéncia T e pelo centro da esfera &+ y2+5°—2x -
+2y-1=0 e que €é paralelo a OY; T € a intersecgao da
esfera 3 (a24 2+ 5%)—18x—30y—125—5=0 com o plano YOZ.
R: 2x42z—-2=0.

589 — Servindo-se da regra dos sinais de Descartes indi-
que quais as possiveis distribuicées das raizes da equacado
a°—4x3—342-x—2=0 nos campos positivo, negativo e imagi-
nario. R: As distribuicoes possiveis sdo: a) 3 pos., 2 neg.,
o imag; b) 3 pos., o neg., 2 imag.; ¢) 1 pos., 2 neg., 2 imag.;
d) 7 pos., 0 neg., 4 imay.

590 — Deduza a equacdo da recta que passa pela inter-
seccao de 7y e 7y e € paralela a 735 7 =3x—y+7=0, r,=2x—
—9+5=0; ry € bissectriz de um dos angulos formados pelas

rectas dx—2y—1=0 e 2x—5y—13=0, R: r'=x+y+1=0 ou
rll=x—y+43=0.

591 — Deduza a equacdo da esfera que passa pela origem
das coordenadas e forma com a esfera X um sistema de plano
radical =; X é tangente ao plano 2x—y+2s—-6=0 no ponto
Pi(1,—2,1) e com o centro no plano 3x—2g+1=0, = € um
plano paralelo ao plano 2x—y—2z+6=0 a distancia 2 do cen-
trode =. R: 5(x2+y2+22)+22x+4y ~2z=0 e T(X*+y’+2°)+
+2x +26y +-26z=0.

Os exercicios 574 a 591 e respectivas solucoes foram-nos cedidos
pelo assistente Dr. J. Pais Morais.

I.S.C. E. F.—2.° Exame de fregiiéncia, 17-6-1940.

592 — Determinar um polinémio do 5.° grau que satisfaca
a relagdo P (v)+ P! (x)—P!'(x)—P!" (x)+P"(x)—P'(x)=
x5 xt
= ,',Jr 7 Estudar a equacdao P (x)=0 e determinar as suas
5/ 4!
raizes reais com uma casa decimal. R: Se¢ja P (x)=agx+
+agxita,x3fazx?fa;x+a;; serd Pl (x)=5agx!+4a;x3+3a,x2+
2asx+az, —P!'(x)=-20a,x3-12a; x2--63, x—2a,, —P/'(x)=
—60ayx2—24a;x—6ay, P'(x)=120ayx +24a;, —P"(x)=--120a.

xd x4
De P,»P' ~Pl_P L PIV__PV = o + ?’ y vem
X 4

[ ag=1/5/ [ a=1/5/
Hayt+aj=1/4/ ay=0

202442y +a;=0 a,=1/3/
—776()80 1231 S 332-{-33:0 azg=0
1202y—24a;—6a, 4233 +4,=0 a;=0

\ —120a9+-24a;—6a,—2a3+a;+az=0 | a;=0
e, finalmente, Px)=x°5/+x3/3!. A equag¢do X3/5/4-x3/31 =0,
ou, o que ¢ o mesmo, a equacido x*+20x3=0 admite, como tme-
diatamente se veconhece, a rais nula (tripla) ¢ as vaises ima-
gindrias conjugadas +2y5i, logo escrever-se-d P (x) =
=1/57.%3 (x2+20)=0.
593 — Estudar e representar geométricamente a funcédo

Y(w)= x%i' R: Estudo da funcdo y =

S
Dominio: Os intervalos (—co,1) e (1,+00) abertos.
Valores particulares: Nunca se anula, porque o numera.

dor nunca se anula. Para x=0 vem y—= 1. Tem-se ainda
- (5 e’

i oo ilim ——==10,

x->+400 X pr =0 X'_l

Continuidade : 4 fungdo é continua em todo o dominio
de defini¢cdo. Para x=1 a fungdo ndo ¢ definida e tem-se
e’ . = s
lim —==—° e lim =+c0; Jlogoa funcdo admite uma

i X il w140
descontinuidade de 2.% espécie (salto infinito).
Miximos e minimos. Crescimento. Zem-se

el et i o '

i (x_1y = (x—12" y'=0<«—x=2,
e (X jRedef (R P S Xe a5 i :
A (x—1) e T R (2)=e?

¢ a x=2 corresponde um minimo para a func¢do: y=e.
Reconhece=se imediatamente que nos intervalos abertos

(—o0,1), (1,2) e (2,+00) 0s sinais de y' sdo respectivamente

—, —, -+ logo, @ fun¢do é decrescente nos dois primeivos

intevvalos e crescente no ultimo.
. 3 x2=4x 45
Inflex6es. Sentido da concavidade. y!'=e” R

y1=0<—x2-4x+5=0<—x=2+41 ¢ ndo hdi inflexdes.
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A segunda derivada é negativa no intervalo abevio (—oo,1)

e positiva no intervalo aberto (1,- o), visto que o seu sinal

depende unicamente do demominador, pois ¢ sempre e >0 ¢
2 AX+5>0.

I.S.C. E. F.—2.° Exame de freqiiéncia, 24-6-1940

594 — Utilizar o desenvolvimento em série para o cileulo’
com um érro inferior a 1073, das ¢ rdenadas dos pontos de infle-
xdo da curva de equacdo y=-¢ > 2R A fungdo y—e=2" ¢ par,
logo basta determinar os pontos de inflexdo de abcissa posi-

!

tiva para que todos fiquem determinados. y'— - Axe™" | yli—
— _de~ 116x2e% —e~% (165?—x), y''=0<— 165?40 <—
< x=F1/2, yl=_(16x°—4)dxe> fe >, 82x, yI(1/2)=
=16e~'120 ¢y (—1/2)=-—-16e"12£0. Logo, os pontos
(—1/2,e72) ¢ (1/2,e7'?) ‘sdo deinjylexdo.
ALt 1 ;_1,,. 1, okl ) D
Do 20T 88y
Tratando-se duma série alterna, ¢ um limite superior do
resto o valor absoluto do primeivo térmo despresado.

i

et :
2:111.[

nmoauooo‘)m—1 g0
1840

No cdglenlo do 4.2 e do 5.2 termos cometem-se ervos infe-
riores a 107",
Por outro lado se considevarmos apenas os 5 primeiros

e 12-1--0,5+0,125—

termos da série, cometeyemos um érvo inferior a

1840
O érro absoluto sevd porianto inferior a po okt : &
: ' 10000 10000
: 684 L y :
1 L >l dogo et 1-0,540,125--0,0208+

1810 920000 7 1345 :
+0,0026=0,6068 ¢ um valor aproximado a menos de 10~*, como
se pretendia.

595 — Dada a fungdo s=als", yler verificar que

ooE Ve
Yoz~ by
771— - 0; =2log (x.9)—-1."R: A funcio y=x"vsyu=
T oy
3z
pode por-se sob a forma  z—=e*lvrliv, donde : *éé:
1 2 bi = 2 /u blz =

:;dlog)e" ¢ oy — 2 log xe2ko e et

1 1 2z
A 2/0g 2 logy L 2 log ar ;r/ S

< 2logye e 4 loge yei ek E

1 1 ¥z
o o 2 log xe2korlny + ;~4lov—xe” i ITE Y oSt

2 ¥z 2 log a1 1 3 it 9

I g 2e2turlony(—log y+2log® y+log x—2 log® x).

0z 0z 5 ;
B=x e W = 2e2lm«luy (Jog y—log Xx).
B locr x—logy+2log2y—2logZx  _ log?y—log®x
Bl log y—log x “° logy—logx

=2log (xy)—1

596 — Dado o vector #=al+bJ+cK 1.°) mostrar que os
3 vectores uy=uNIl, us=u)J, ns=u/\K sdocoplanares e para-
lelos a um plano perpendidular ao vector #; 2.°) verificar que

GAZETA DE MATEMATICA

wuy A Uy -ty \ Uz s )\ 2y ~—(a+b c)u; 3.°) determinar os angulos
que formam, dois a dois, os vectores u,u,,u3. R: u=al+

+bJ+eK, yy=upAl=c]J—-bK, up=uA J=—cl+aK, uy=u A
NK=bl-a]. Sdo coplanares: u;\u,|uz= 0 ¢ —b |=0.
=¢ 0 a |
b'-—a c|

Qualquer dos trés veclores uy, uy, 0y é perpendicular a u, logo
0s trés sdo paralelos a qualquer plano perpendiculay a u.
u; A ug=acl+be]+c2K, uyAug=a2l+abJ+acK, uzAuj=abl+
b2J +beK; uy Auy+up Aug+uzAug=a (a+b+e)l+bla+b+e)J+
+c(at+b+c) K:(a—'rb—,H:) u. ZTem-se:

ab Va- b2 c?
‘/ T =, sen (U A Up)=— ===y
av

V. b2 et Y a2+ e?
é“r b’ c?, ¢ expressoes andlogas para os
ab !

cos (u; A uy)—

tg (ug A ug) =—

outros angulos.
As solucdes dos exercicios 592 a 596 sdio do assistente Dr. A. Sa da
Costa.

. S. T. — Alguns pontos do 2.° ex. de freq.,

597 — Discutir e resolver o sistema
{ (@—1Rx+(a*—1) y=(a+1)
'( (2a—1)x+(a+1) y=a>—1
R: A caracteristica da matyiz dos coeficientes serd 2 ou 1 con-
forme for a==0,4+1, on a=0,+41.

No primeiro caso, a+0,-1, trata-se dum sistema de
Cramer, portanto, compativel e determinado e tey-se-a: X=y=

(a+1)(a—3) ; .
HCTIErETE ™ coordenadas do ponto de interseccdo das rectas
representadas pelas equacoes do sistema.

Se a=0, —1, o sistema é compativel, porque o inico cara-
cteristico se anula para qualquer daqueles dois valores de a
Az=a(a+1)(a2—Ha+2), esimplesmente indeterminado. As equa-
¢0es do sistema ndo sdo distintas ¢ vepresentam a mesma recta—
x—y—1=0 on x=0.

Se a=1, o sistema é incompativel, pois é 5,50, e as equa-
coes do sistema representam duas rectas paralelas —a recta no
infinito do plano OXxy e a recta de equagdo x-+2y=0.

598 — Achar a excentricidade da cénica a?-2xvy--5Hy? -

2x-+69y=0 (eixos rectangulares).

599 — Sendo M o ponto de encontro do plano =2 com

s=2x+1
a recta » yie—4
relacdo aos pontos 4 e B de encontro de » com os planos
YOZ e X0Z.

600 — Mostrar que a série V < g; ) € convergente para
I

1940

(@ parametro variavel).

achar o conjugado harmonico de M, em

x2
R: A sévie de termo geral v, ot

convergente para todos os valores de x. Prova-o a aplicagdo

1 2
do critévio de Raabe hm n(—‘l—- 1>*11m n<k *(Bj?)“ 1> =
00 ¥ X3

todos os valores de «x. é

1 i Pne
2n2+n . T s
=5 an,} R ey qualquer que seja X, finito e naoc nulo.
X 2
Comparemos com esta a sérvie proposta : lilg poe ek K
s

n
=1-0,c0; as duas séries tém o mesmo cardcter ¢ a Série
dada ¢ pois convergente qualquer que seja X .
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601 — Estudar a curva: 32} xy 2xi+v--dx +3-0 (eixos

rectangulares; tracado grafico aproximado).

602 — Verificar analiticamente que as rectas que unem
os meios das arestas opostas do tetraedro 4 £CD sao concor-
rentes. Achar as coordenadas do ponto de concurso.

A (0,0,0)5 B(6,0,0); C(480); D (2,210).
et

603 — @) Mostrar que a série 2 5,1 para x=0,1 é con-
vergente §) e calcular a sua soma com 6 decimais exactos.
R: a) A aplicacdo do critévio d’Alembert a série proposta

li ‘\'_r-{l(i)ll__])i A ] O 1-
“1!11 =1 (20 +1) = mg Ty x2 dis-nos que ¢ (—1,1)
o seu intervalo de convergéncia. A sévie é convergente para
: shd A RESUREs LR, SN A
x=0,1. b) A série escreve-se 10 3.10° LS T T
! 1 ; . 3
SR @p 1) 107 .+ . E uma majorvante do vesto a
série 1071 4105 4- ... L1020 . . cujo resto R, tem por soma
%1020t 10? Sacal
R, =170 ~ 10%+ (10°1)  99.10%1 "

1 1

Determinemos p de tal modo que R, <10~ —> 99 1021 =105’
99,1021 > 106, 99,1027 >1 —>p>3 :

Entdo, por ser R, <R, , serda R,<10~% para p=>3.
Finalmente Sz—0,1+0,003333 10,000 055-0,103 388 ¢

CRLCULO
F.C.L.— 2.°c Exame de fregiiéncia, Maio e Junho de 1940

609 —Deduza as equacdes das assintotas da curva a%—xy2—
__‘_)a:‘l;,f,a.'S:().

; dx
630 Calole i

PoG

611 — Calculeaarealimitada pelasduas parabolas y?—2x=0
v?—4y=0.
9 3{'\,.,‘ : 7 > .—23\//"

2 : 3
W / (vex —% )ax= B e
bl ; 3 3 0

(o]

3 12 e
M. Z.
612 — Determine os pontos singulares da curva
vi—a? (a2+497) =0,

613 - Calcule / ‘\,/ %,T',“jd
x

.
614 — Determine a area da superficie gerada pela rotacio
em torno de OX do arco de curva 6xy=xt4-3 compreendido

entre as rectas x=1.e . x=2.,
a3
615 — Determine os pontos de inflexdo da curva y= 5 i a?
—2a%x i
(XZ_%‘a.')g ? )’ T2
~ 6a%x2-2a° = 1‘)a‘x(‘<1+a )—6x (623 x2—2a’ ) 4 by
C(x2ta?) Y e (x21a) sraizesde
vI'=0 ou da equacdo 3x’—a>—0 sdo a[\/3 ¢ —af {/3, valores
que nao anulam y'' . Os pontos de inflexdo da curva, que tem
o0 eixo das ordenadas por eixo de simetria, sao (a/ V3,3a/4) e

—alV/3,3a/4) e as tangentes pedidas, notando que y’u/‘/x =

e as tangentes nesses pontos. R: Tem-se y' =

ik

um valoy aproximado a menos de 10" da soma da sérvie pro-
posta. \

604 — Dada a conica 22— 2xy 3x+1-0, determinar as
tangentes paralelas & recta 2v+y—1--0. Fazer o respectivo
tracado grafico.

605 — Achar as equacdes da recta que encontra as rectas
(w=28+3 | x=2s+1
;y=23+4 ?_}'--3~ 2
sidas duma recla paralela a Ox sGo y=p,z=q. Para que
esta recta encontye as vectas dadas, ¢ necessdrio e suficiente que
p ¢ q satisfacam, simultaneamente, a p—2q--7 ¢ p=3q-+2
donde p=1T7 ¢ q=5.

e é paralelaa OX. R: As equagdes redu-

606 — Achar o desenvolvimento da série inteira da fun-
a+x S ;
cao f(x) arctg --------- (@ constante) e indicar o respectivo
ax
raio de convergéncia.

607 — Achar o diametro da conica 2x°-3xy-{4y>—2x—
10 perpendicular a recta que passa pelos pontos A4 (0,4)
e B(—2,0),

608 — Achar a equacdo do plano que passa pelo ponto
A4(@2,1,—-1) e é paralelo a recta x—2z+3, ¥-2 e perpendi-
cular ao plano 2x+3y—4s+5-0.

As solucdes dos exercicios 597, 600, 605 e 605 sd@o do Dr. Audusto Sa
da Costa.

ENE FNPE-B oSN A,

=—9/8y/3 vy =8 V3, tém por equagies Y-—3a/i=
——9/8Y/3 (X a/V&) e Y-3a/4=9/8y/3 (X+a/V/3).
M. Z.
cos? & X
616 — Calcule 1‘»“./ 208 v——sé?f{ dxv. R: Fazendo tg 57
1-12 2t 2dt
donde cosx g dre= vem

T TR T
1re sen x -

e e O
/ (1—t2—2t) (1 +t2)2

+Clog (t2+1)-}-Darctg +

“1re ire.

Alog(t+1— /2)+Blog(t+1-+ /2 )+

e =+ th

w1 teons o
617 — Determine o volume do s6lido compreendido entre

os planos ¥—=0 e x=6, limitado pela superficie gerada pela

x—8) y2=2x (x -6
rotacdo em torno de OX da curva: ! ( )y ( )

? =0
: x(x—6 16
R: V=7 / y2dx =2x | Xims’)dxv:‘zﬁ / (x+2 rvsj;(ydxv:
0 g Ty -
—9% [ x2/24-2x+16 log (8—x) |y = 27 (18+12+16 log2—161og8)~—
=27 (3016 log 4) . M. Z.

. S. C. E. F. —2.° Exame de fregiiéncia, 17-6-1940.

618 — Determinar as curvas planas para as quais o raio
de curvatura é inversamente proporcional a abcissa.

619 — Integrar a equacdo v""+2k%y' +k'y—=2?11 (k cons-
tante).

620 — Determinar a evoluta e o raio de curvatura da
curva y=3¢"%,
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621 — Determinar os maximos ¢ minimos da funcio
U=g—~x—y sobre a esfera 2+ 92+ 5>—4, R: Trata-se dum
problema de mdaximos e minimos condicionados, fdcil, de resto,
de vedusir por eliminacdo a um problema de duas varidveis
independentes.

As solugoes do sistema: X2} y*-722=4, x—y=0 ¢
X —z=0 ddo-nos os pontos de estaczonama’ade da func¢do u

que sGo X=y=z—=—+2[{3. M.Z.

8. C. E. F.— 2." Exame de freqiiéncia, 24-6-1940
22 (2

622 — Integrar a equacio 2y (ﬁ:' (E)
623 — Escrever as equacdes do plano osculador e do plano

( x24-y2=4
normal da curva ) S sty
x24-52=9,

-2
624 — Calcular o volume limitado pela superficie 't 2

& yT =2s e pelo plano s=3. R: 4 superficie dada é um para-
boloide eliptico tendo OZ por eixo e tangente na ovigem ao
plano z=0. O volume é medido por V= // (3—x?/4—y?/8) dxdy,

sendo A a drea limitada ;ﬁela elipse x"/12 +y¥24 =1, projec-
¢@o de x*|2 4 y*/4 =2z ,z = 3 s6bre OXY. Facamos a mudam‘a

de varidveis x=2X, y=\/ 8Y; atendendo a que b(X’{') =4/ o
—Y?)dXdY, sendo A/, trans for-

temos V =4y 2 [f(3 — X2
A7

mado de A, o circulo limitado por X2 -1-Y2 =3 ; introduszindo
agora coordenadas polares, vem, finalmente,
X ie ‘/: ; i
—=4y/2 /f (8 — ¢2) ¢dpdo —4;/2 fde / (B — ¢*)ds —= 18/ 2.
M. Z.
625 — Mostrar que a equa¢do homogénea Pdx+ Qdy—=0

admite o factor integrante 1= R: Por hipdtese

20Q
03 -t TR
0 T i Q 5
var qe v~ Pk%QQ)zgi" Fx:ﬁyA v 0 que é fdcil escre-
vendo as expressoes destas devivadas ¢ notando que ¢ mP —

P P 110)
e e oy Y ¢ m@— gt b?y (teovema de Euler)

Px+Qy’

homogéneas do mesmo grau; é preciso pro-

M. Z.

I. 8. T. — 2°. exame de fregiiéncia, 1940

626 — Integrar a equacdo ¥ — 7y' + 10y — 2sen 2,
R: Trata-se de integrar uma equacio diferencial ordindria
de coeficientes constantes com segundo membro. A equacio
homogénea correspondente y' -Ty' 10y -0 fem por equacao
caracteristica o>—T04+10=0 de raizes 2 ¢ 5 ¢ admite, portanto,
o integral geral Cy e*+C, e™. Atendendo & forma especial do
2.9 membro ¢ possivel dcterminar um integral particular da
equagdo completa que, somado ao integral geral da homoginea
dd o integral geval da equacdo dada. O integral particular ¢
da forma Y —a sen 2x+b cos 2x ¢ para determinar as constan-
‘es a e b basta substituir Y ,Y' ¢ Y!' na equacio proposta e
identificay. Obtem-se assim Y"-7Y'-10Y =(6a+14b) sen 2x +

+(Cb-—14a) cos 2x—2sen 2x, ¢, identificando: 6Ga-+14b—2,
3b—7a—0, donde a=3/58, b—=7/58.
O integral geral da equacdo dada é pois: y—Cipe¥+
3 7
@t — IR 2x.
+Cye :_)Ssen w 75 c0s 2x s

627 — Determinar as curvas planas para as quais a area
do trapesoide limitado pela curva, pelo eixo dos xx e por duas
ordenadas, é proporcional ao comprimento de arco limitado
pelas mesmas ordenadas.

628 — Calcular o integral duplo '/.f/'.\fdxcbr sendo 4 a area
1

20 + y=2.
0,0),

limitada pelas rectas y — 0, }},, e
R: A ¢ a drea limitada pelo tridngulo de vértices

(1,0) ‘¢ (28,28). Temese: I~ [[xdxdy - '/"y/ xdx—

2/3
)

/ ' (1 oy '—y'-’.—, iy ;/ A==y ‘ Yy dyT

0

A integracdo por outra ovdem exige a decomposicio de A
em A e A feita pela recta x=2/3 ¢ tem-se neste caso :

2/3 ; “2/'¥

/"/ .xdxdy = /‘dx /.xdy == / x2dx = /] xdxdy =
S s 0 s

a G : i ey e
=/ dx | xd v:i’/(x x%)dx = | x2— Y = =7)/' donde
93 b 93 & e
o 24T b
3 27 v M. Z.

629 — Determinar os pontos de inflexdo da curva yt—942-

1 1
+27y=0. R: Tem-se . e (x1—9x?), y’=*2~;‘;(4x3-—18x),

1 8
Y b 6-(4x2~-6), y”’:A*(Tx. A4 equacdo y'"'=0 ou 2x2—3—0

tem as raises =1/ 62,
y"’fw >0. Os pontos (Y 6/2,512) e (-
—Vo2

pontos de inflexdo da curva dada. M. Z.
I. 8. T.— 2.° Exame de freqiiéncia, 1940

630 — Determinar os pontos miiltiplos da curva af 293
392242410,

valores para os quais y" 0 e
Vo2

/2

1/ 62,5/12) sdo

Yrpat=4
631 — Dada a curva y

Sen x = =
2

¢oes paramétricas em funcdo do arco s e determinar as coor-

€scCrever as suas equa-

- /. ™
denadas do centro de curvatura no ponto ( x

&~
\

A
12,0 )
. /
632 — Determinar para a equacdo p2x—2py+4xr—0 o
integral geral e as solucdes singulares, se as houver.

633 — Determinar as curvas planas para as quais o com-
primento de arco 4D, contado a partir duma certa origem 4 ,
€ proporcional ao coeficieute angular da tangente em P.
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F. C. P. — 1.2 Exame de fregiiéncia, 1940

634 — Um ponto P descreve uma elipse de semi-eixos a
e b de tal modo que se verifica a lei das areas relativamente
ao centro O da curva.

a) Calcular as componentes da aceleracdo de P segundo
os eixos da trajectoria‘em fungdo das coordenadas cartesianas
de P referidas a estes eixos.

b) Calcular o valor numérico desta aceleracdo quando P
se encontra num dos vértices da curva sdbre o eixo menor.
Dados numéricos: a=4m; b=2m; velocidade de P a sua
passagem por uma das extremidades do eixo maior da elipse
v=30 m/min.

635 — I£ dada num plano = uma circunferéncia C de raio #
e centro O. Uma régua 4B assente em = estd animada duma
translaccdo uniforme rectilinea de velocidade 77 formando
um angulo de 60° com 4B. Supondo que sdo P e O os pon-
tos de interseccdo de 4B com C calcular: :

¢) As velocidades de P sobre a circunferéncia e sobre a
régua A7 no momento em que a distanciade O a 4B é 60 cm
(r=1m ; V=5 cm|min) .

d) A velocidade de aproximagao (ou de afastamento) dos
pontos P e O no instante considerado.

636 — Um disco circular C de raio » rola sem resvalar
sobre uma recta fixa A de modo que a velocidade do seu cen-
tro, O neste movimento é /7 constante., Ao mesmo tempo o
plano = do disco gira em volta de A com velocidade angular o
também constante.

e) Qual é o eixo do movimento helicoidal tangente ao
movimento que resulta dos dois movimentos acima definidos
e calcular o passo do movimento ?

f) Qual é a superficie axoide movel ?

g) Quanto vale em funcdo de V7 e de o a aceleracgdo do
ponto 4 da periferia do disco diametralmente oposto ao
ponto 7 de contacto de C com A?

637 — Duas barras rectilineas 48, CD articuladas em C
sobre AB movem-se sobre um plano = de tal modo que 4 e D
percorrem uma recta
8 Ox emquanto que 4B
se mantém constante-
mente tangente a uma
¢ circunferéncia de raio
R centrada sobre Ox .
#) Sabendo que a
velocidade de 4 é
4m/min e que a sua aceleracdo & constantemente nula, tra-
gar, para o instante em que 4B forma um angulo de 30° com
Ox, os diagramas das velocidades e das aceleracdes e dedu-
zir déles os valores da aceleracdo de D e daaceleracdo angu-
lapide CD
Dados numeéricos AB—6m; CD=3m; AC—2m; R—2m.
(Indicag¢do: para obter a direc¢do da aceleracdo de C procurar
graficamente a tangente ao hodégrafo do movimento déste
ponto pelo método exposto no curso para a cissoide).

>
-

0

638 — Em que casos existe num dado instante num sélido
em movimento mais de um ponto sem aceleragao.

¥

R A Cx:1 @O NGATL

Solugaes :

2

X
634 — a) Equacdo da elipse Yl iz TR 1. Lei das dreas

xy' — yx! = C (movimento no sentido de Ox para Oy C>0).

: six U oyl b2x
Temos sucessivamente P sk Seos e Onmipepli === PO v i
/ 92 “
X~ Cy Cx
e == Pl el Tl o s
( a’y )’) x =0y X D2t iy e donde X
NG iR i
Teeadb2¥ s Toaneheh S ey Sapi Y

A aceleracdo (central) é proporcional a distancia.

b) Para a posi¢do considerada ¢ P (0,b) logo x'" =0,

@2 (@ :
Ve Pl D e (dimens. »77?). Mas C=a.vsen(90°)-=
120 m?/min, /o, i i dvg 150 m/min?
= 120 m? : 0o |ap|=|——|=450 m/min?.
&0 PR Tese '

PN AR D
&

635 —¢) Temos (\AB) + ( ¢ ) = ) ¢ as respectivas ve-
locidades : v di-
rigida segundo Q
AB,V dadaeV,
tangenie a C. o
Como é V,=V+v
Vi e v ficam $
determinadas, ” ANE
conhecida V .

E da figura A qw
tiva-se:

v AN V,
sen (60°—6) seno

V3

5 L e e

donde: v=V.:—

sen 120° sen b

3 el
5 0,6 — 5 0,8 Soni’d
D e . —=4 cm/min.
0,8 sen 120° ¢
d) A velocidade de afastamento de Q e P é v' — v, isto ¢,
tem para grandesa a soma das grandesas das velocidades
v ¢ v. correspondentes a posicdo considerada.

0,75cm/min; V=V

636 —¢)Comooponto 1 temuvelocidade nulanos dois movimen-
tos considerados, o movimento resultanteé langente a umarotacdo
em volta do civo w + w, onde w, é normal a = ¢ tem para gran-

7

deza R O passo do mouvimento é portanto nulo.
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f) Por ser constante o angulo o e por w-+w,, se pro-
Jectar orfogonalmente em = tangencialmente a circunferéncia
que limita o disco, a superficie axoide movel ¢ um hiperboloide
regrado de revolugdo.

g) A aceleracdo de A pode calcular-se pela aplicacdo do

)
_,ode

™

teovema de Coriolis. O movimento velativo serd (

)(rolaaio w) ¢ finalmente o movimento abso-

3
transporie
? (Obs.
luto é o que resulta déstes ¢ aquéle parva o qual se prefende

conhecer a acelevacdo de A .
72 2

R

Temos pois: a,;—Roij=R-—= I—{ (centro das aceleragoes
em O); a,=2Re?, a,,—20Av,=0 por v, fer suporte paralelo

V2
ao de o (vot. de transporte). Serd entdo a,— 'R'+2Rm? R

637-—_/1) Resolucdo a publicar no préximo niimero.

638 — A resposta a esta pregunta encontra-se por exemplo
em Gaston Julia «Cours de Cinématique de la Faculté des
Sciences de Paris». pdags. 44 ¢ 45. O assunto foi tratado na aula
tedrica como éste autor o expde no livro citado.

OBSERVACOES

1— O ponto foi entregdue dactilografado a cada aluno, dando-se em
seduida as explicacdes que se julgaram necessdrias para a sua perfeita
compreensdo.

2 — Os alunos dispuzeram de 2 h, 15 m para o resolver.

3-— Aos alunos mais hdbeis aconselhou-se a resolucdo dos proble-
mas 634, 636 e 637; aos alunos médios a dos problemas 634, 635 e 636; final-
mente aos alunos mais fracos pediu-se a resolucd@o de um dos problemas
634, 635 ou 636 e a resposta a pregunta 638,

4-—-Embora duranté as aulas praticas se procure incutir no espirito
dos alunos a idéia _de que o emprégo dos métodos draficos exige grande
perfeicdo nos tracados, no exame, devido a escassez do tempo, consen-
tin-se que os alunos tracassem as perpendiculares a vista ou com o trans-
feridor.

— Os problemas 654 a 658 e respectivas solucdoes foram-nos cedidos
pelo Prof. Doutor Rodrigo Sarmento de Beires.

F. C. P. —Exercicios de revisao, Dezembro de 1938

+5=1, x+v ==2 esta localizado um vector deslizante de
grandeza 2. Calcular os seus momentos relativamente aos
eixos coordenados.

640 — Dados os vectores V =21—]J, V,—=]J 3K, V,=
—2K--I respectivamente aplicados nos pontos: 4, (2,0,0),
A,(0,2,0), A3(0,0,3), verificar se é possivel construir um
vector V; de tal modo que o sistema (V,V,,V;,V,) seja
equivalente a zero. No caso afirmativo calcular as coordena-
das vectoriais Pluckerianas de V;; no caso contrario justificar
a impossibilidade de resolver o problema.

ANALISE
F.C. L. — 2.° Exame de fregiiéncia, 22 de Maio de 1940

>

649 — Caleule | i 55 1955

sendo y uma
.

circunferéncia de raio 2 e centro na origem.

641 — Desenhar trés vectores paralelos V;,V,, Vs de
valores algébricos respectivamente iguais a —1,4, 3 rela-
tivamente a um vector unitario U. As distancias dos supoz-
tesde Vie V, ede Vo e Vys30: 2 e 3 em. Construir um
funicular déstes vectores e da forma do funicular deduzir se
o sistema é particularmente reductivel. Dizer, além disso,
onde deveria ser aplicado o vector V, para o sistema ser
equivalente a zero. (Supde-se que as posicoes dos vectores
Vi e V; se conservam).

642 — Um sistema de vectores deslizantes tem para ele-
mentos de reducdo na origem das coordenadas os seguintes
vectores: V=21-2J, My=—I+]J. Escrever as equacdes do
eixo central do sistema e determinar um torsor que lhe seja
equivalente, escrevendo a equacdo do plano do binario e indi-
cando a grandeza dos vectores que o formam e a sua dis-
tancia.

643 — Dado um campo de momentos dizer se existe sem-
pre algum ponto do espaco onde o vector momento seja para-
lelo a uma recta dada. Justificar a resposta.

644 — Dado um sistema de vectores deslizantes existirao
sempre duas rectas conjugadas do sistema perpendiculares
entre si? Justificar a resposta.

645 — Calcular a abscissa do centroide da area plana

2]
(3]

limitada pela sinusoide y=senx e pelarecta y = _ &, quando
I

)7

a funcdo associada é p.—1. Indicar também os limites do inte-
gral que € ainda necessario calcular para obter a ordenada do
centroide considerado.

Os exercicios 639 a 645 foram-nos cedidos pelo Prof. Doutor Rodrig
Sarmento de Beires. -

. §. T. —2.° exame de fregiiéncia, 1940

646 — Dado o sistema material

l xz1=0 ap=1 , x3=—1
my=23 y1=2 my= 13 v,= my=4y y3=2
l 8= 5) | l 32:2 l 5’:;?4()

escrever a equacdo do elipsoide de inércia em relacdo a ori-
gem e averiguar se algum dos eixos coordenados € eixo prin-
cipal de inércia nalgum dos seus pontos.

647 — Dadaa for¢ca /7 (X, Y, Z), funcdo apenas das coor-
denadas (x,v,2) do ponto P sobre o qual actua, e supondo
que ela ndo é conservativa, havera sempre uma superficie
f(x,7,2)=0, tal que o ponto P’ esti em equilibrio (sem
atrito) em qualquer posicdo sobre essa superficie? E se a
forca for conservativa ?

648 — Determinar a lei de forcas paralelas a Oy, sob

cuja accdo um fio flexivel e inextensivel toma, como figura de
equilibrio, a da curva y — x% 1,

SUHERIOR

650 — Determine o integral geral da equacao x*y?
1242 yyl2—xy? y'—93=0, (Diferencial exacta).

651 —Determine o integral geral da equacao:
(2x—3)3 91" 4-2 (20 —3)2 ! +-2(24 —3) »'
—4y=3 cos [log (2x—3)?] .



