GAZETA DE MATEMATICA

reais de x e entdo fazendo a fraccio igual a K, desembaragando
de denominador e simplificando vem (2—K) #24(3—K)x+
+@—K)=0.

A condicdo para que as solugdes sejam reais é 3K2—10K+

-

i 2 PR : (
4+ 7<0; como éste trinémio tem as raizes —1 e —, aquela
(3]

-

et s {
condicdo é verificada para K< -
(3]

~ i
e entio K= €& um
3]

mdximo ; ou para K>—1 e K=—1 €& um minimo.
Damos a seguir o enunciado de alguns problemas que
podem resolver-se por éste processo.
1 — Mostrar que o perimetro 2 de um rectangulo inscrito

num circulo de raio R ndo pode exceder 4RY/2.
1I — Mostrar que o produto de dois nimeros positivos,

cuja soma é constante, é maximo quando os dois ndmeros
forem iguais.

II1 — Mostrar que a soma de dois nimeros positivos, cujo
produto € constante, ¢ minima quando os ntmeros forem
iguais.

IV — De todos os triangulos rectangulos com o mesmo
perimetro 2p, qual é aquéle cuja superficie m? € maxima?
E de todos os triangulos rectangulos cuja 4drea ¢ constante
qual € o de perimetro minimo ?

V —Qual é o maior rectangulo que se pode inscrever

num quadrado dado ?
. = Ve x2—6x —1
VI — Determinar os maximos e minimos de J_)—Tg——»rq .
U e e R e (3
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213 — ; Para que valores de m diferem duma unidade
as raizes da equacio 242 — (m2-F1)x+m?>-3=0. Sejam
x! ¢ X' as raises da equacdo dada. Trata-se de deteyminay m
de tal mancira que x' —x'' = 1. Como a equacdo dada é equi-

: 2 o om?24+1
valente ao sistema de duas equacoes: x' + x''= __,j:,,,

v e gt
D€, G — oy rp ,
9

temos que deleyminar os valores de m que
x==x —1]

, e el
, : g el s
satisfazem ao sistema de 3 equagoes | 2
m2 4+ 3
=T
\ 2
Resolvendo o sistema formado pelas duas primeiras equagies
| i [ m? 473 a2
em ordem a X' ¢ X! ach@-se: x'=— S e
valores que substituidos na 3.¢ equagdo 1nos conduzem a equacao
do 4.0 grau em m: (m2+ 3)(m*>—1)=28(m*>+ 3), cujas
solugdes sio m =+ —3 e m=+3, valores que substitui-
dos na equacio dada condusem as equagoes 2x*— 10x+12=0
¢ X24+x=0. Em ves da equacio x'—x''=1 podiamos
ter considerado a equagdo X —x''=—1, mas como ¢ fdcil
de ver o vesultado obtido seria o mesmo.

214 — Defina arranjos e permutacoes.

215 — Aplique a férmula do binémio de Newton ao de-
senvolvimento de (v —1,*. Temos (x—1)t=xt—4x34
4 6x2 —4x 1.

216 — Dados o cateto ¢==216"7 dum triangulo rectan-
gulo e o angulo B = 36°27' 14!/, que se opde ao outro cateto,
calcule por logaritmos o comprimento da hipotenusa a do

triangulo. Como c¢-—=acosB fem-se a= <osB e portanto
0s

1939

loga=—loge -+ cologeos B. Vé-sepelas tabuas que loge = 2,33586,
logcos B=1,90537 e portanto loga=2,33586 -+ 0,09463 = 2,43049,
dande se tiva ainda pelas tdbuas que a — 269™,5.

217 — Calcule, sem recorrer as tabuas de logaritmos, os va-
—_—\

loresde x=cos <-—4) e y==tg495°, Serd x=:cOS <-— 1> =

/

T g 9 Vgt %
= €OS - = COS 450 = —‘{2 (basta notay que cos45° ¢éigual a

metade do lado do quadrado inscrito num civculo de raio 1).
y = tg 4950 = tg (3600 4 135°) — tg (135°) = — tg45° —= — 1,
visto que cos 4H° = sen 45°,

218 — Sabendo que o lado do triangulo eqiiilatero inscrito
na circunferéncia de raio # tzm por comprimento rv3,
deduza do circulo trigonométrico o valor de sen 60°. Como
se sabe o circulo trigonométrico é um circulo de raio OA =1.
Sg MM'! f6r o lado do trigngulo inscrito neste circulo serd
MM' =y 3. Como o dngulo MOM! — 1200, iracando a
perpendicular OA a MM/, sera MOA == 60° ¢ sen 60° ==

MM (/3
e S

219 — Demonstre que se duas secantes se cruzam no
ponto de contacto de duas circunferéncias tangentes, as cor-
das que unem os pontos em que as secantes encontram cada
uma das circunferéncias sdo paralelas. Consideremos duas cir-
cunferéncias tangentes em O, seja TT!' a tangente comum,
AA! ¢ BB' as duas secantes a que se refere o enunciado. Para
provar que as cordas AB ¢ Al B! sdo paralelas basta provar
que os angulos B'A' O ¢ BAO sdo iguais. Ora BAO = BOT
visto que BAO estd inscrito no arco OB e que BOT ¢ um
angulo dum segmento que tem por medida metade da medida
de OB. Do mesmo modo se vé que: BIA O = B'OT!. Como
BOT = B'OT! porque se trata de dois angulos verticalmente
opostos, tém-se BAO=B'A'O c. q.d.

220 — Calcule pelo método das divisdes sucessivas e por
decomposicdo em factores primos o maximo divisor comum
dos dois niimeros 162 e 14, Como 162 =2><3t ¢ 14 =217
sevd m.d.c.=2.
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II

221 — Determine m de modo que a equacdo (m—>d)xi—
—4dma®-}-m —2 =0 tenha todas as raizes reais. O problema
¢ 0 de determinar m , real, de forma que ambas as raises da
equacdo (m—D>)x*—4mx+m —2=0 sejam positivas ou
nulas. Deve pois exprimiv-se que estas raises s@o reais, que o
seu produto é positivo ou nulo ¢ que a sua soma é positiva ou
nula. Obtém-se, entdo, as condicdes seguintes ; 3m*+Tm —10>0,
m— 4m

/o 0%

m—>5 m—3>5

Os miimeros que satisfasem a primeira

A L 4 ; 10 : 285
condi¢@o s@o os ndo superiores @ — — e, também, 0s n@o infe-
5)

rioves a 1. Os que satisfasem a segunda s@o 0s nio superiores
a2, e os superioves @ 5. Os que satisfasem a terceira sdo 0,
todos os megativos e, também, todos os maiores do que 5. Os
niimeros que satisfasem as 3 condicdes sdo, pois, os ndo supe-
3 10
riores @ — —-
)
222 — O numero de combinacGes de 7 objectos tomados
2 a 2 é triplo do niimero de combinagées dos mesmos #
objectos tomados 3 a 3. Calcule n. O enunciado traduz-se por
sn(n—1) n(n—1)(n—
6 o 2
tanto n =3,

¢ 0s maitores do que 5.

5]
%) dondevesulta n - 2=1, e, por-

223 — Enuncie os teoremas que usa no calculo dos loga-
ritmos dos produtos, cocientes, poténcias e radicais.

224 — Dados a hipotenusa @-==257"1 e um -cateto
b=192",3 dum triangulo rectangulo, calcule por logaritmos o

valor do angulo B que se opde ao lado &. Como sen B :—b
a

¢ log sen B = log b |- colog a = 2,28398 + 3,58990 — 1,87388

donde B = 48024/ 50! .

225 — Calcule, sem recorrer as tabuas de logaritmos, os
T s
v == COS (—

valores de 8
)
\

> e v = cosec(—420°), TZem-se

’ e

x = cos (— L) = coS =+ = {/1—sen?—~ = 2
6 6w )

/

2
¢ y - cosec( —420°)= — cosec 420°= — cosec 60° = — e
Vo
” b
226.— Deduza da igualdade —-==tgv, a igualdade
' a
b ;
Va1 b = De —=tgy vresulta sucessivamente,
cos ¢ a
b—=atgy, b?=atg’¢, a*4b?=a?(1 4 tg?¢) =a? 1 +sen~ g
cos?o
2 ¢ sen? o 2 ot A
A 'J+, ot P B 5 S donde + ya2l-b? = fina;
cos? ¢ cos?y Z coS o

227 — a) Prolongando os lados 45, BC, CD ... . dum
poligono fechado convexo de # lados nos sentidos de 4 para
para B, de B para C, etc, obtém-se » angulos externos do
poligono. Demonstre que, a soma dos # angulos externos é
igual a 4 rectos, qualquer que seja o valor de n. Sabe-se que
a soma dos 1 angulos internos dum poligono fechado, convexo
de n lados ¢ 2n —4 rectos. Ora cada angulo externo é suple-
mentar do angulo interno adjacente. A soma dos angulos exter-

nos considerados ¢, pois, a difevenca entre 2n rectos e 2n — 4
rectos ; e ¢, entdo, 4 rectos como queria provar-se.

228 — ; Quantos divisores tem o namero 120? Indique os
niumeros que sdo ésses divisores. 4 decomposicdo de 120 em-
Jfactores primos é dada por 120 =23.3.5. O mimero-dos seus
divisores ¢, pois, (3 +1).(14+1).14+1)=16. Os divisores
sdo as parcelas do desenvolvimento de (2 +1)(2+1)(2 1)<
<@B+1)(5+1), istoé, 1e120, 2 ¢ 60, 3 ¢ 40, 4 ¢ 30
5 ¢ 24, 6 ¢ 20, 8 ¢ 15,10 ¢ 12 (cada divisor ¢ seguido do
seu complementar),

III

229 — Determine as solucdes inteiras e positivas da equa-
cdo 3x-+4y=26. As solucbes pedidas sdo duas: x==6,
Y = D e =2 N 0

230 — @) Indique as condi¢des a que devem satisfazer os
coeficientes da equacdo: aa?-}-bx-¢=0 supondo e>0,
para que as raizes sejam reais e positivas As condigoes sdo
b

;-’.a) X'-Jl—X”-:—— 7>0.
a

12) b2 —4ac>0, 22) x'x! :§>0

Como a>0 as duas iltimas condigdes tomam a forma c>0
¢ b<O0.

b) Classifique as funcdes:
2cosx | .
v:V‘J.ﬂ—{—x—],, e T
2 x—1
A segunda fungdo ¢ transcendente; as outras duas sdo
algébricas, a primeira é um polinémio inteiro, a ultima uma

fung@o irracional.

i
y=(x—1)"—7

231 — Dados o cateto b = 326m,4 de um triangulo rectan-
gulo e o angulo B =38°16/57" que se opde a ésse cateto,
calcule, por logaritmos, o comprimento da hipotenusa @ do

triangulo. Sabe-s¢ que é a = donde loga —logb |-

b
senB’ -
- colog sen B = 2,51375 |- 0,20793 = 2,72168. Portanto ¢ a=—

= 526m,8 .

232 — Calcule, sem recorrer as tabuas de logaritmos,

=4

e)
os valores de a =sen 390° v = cotg (— I:) .
A

X =sen3900 =
".J

1 5 é
== Sen 31)°=0; N — cotd(— ; >:—~——cotg ;:z
/;-— \ 4
= — cot w—m ) = — cot G s
g(l ) g1

\

LIS

233 — Verifique que: sec2y |- COSEC¥ == SECY¥ COSec’ v .

: 1 1
sec?x-|-coseelx = —— L ———
cos’x | sen’x
], 2 Y.
— ————— = cosec’x . Sec’x .
cosx , sen?x

__sen’x - cos¥x

cos?x . sen?x

1 1
Nota. Quando u e v sdo tais que sahsfa sema ——F—=:1,
1y
entdo verificam ainda u--v=uv (como se vé efectuando a
adi¢do atrds indicada). Ora sec’x ¢ cosec’X estdo nas con-
di¢oes enunciadas para u e v.
234 — Demonstre que o reciproco do quadrado da altura

de um triangulo rectangulo (contada sébre a perpendicular a
hipotenusa) & igual 2 soma dos inversos dos quadrados dos



GAZETA DE MATEMATICA

catetos, A altura decompoe o triangulo dado em dois tridn-
gulos que lhe sdo semelhantes. Designemos por b e ¢, a, h
respectivamente as medidas dos catetos, da hipofenusa, e da
eltura, e exprimamos que, para um qualquer dos friangulos
da decomposicio e para o tr iangulo dado, os lados homdlogos

1
na semelhanga sdo proporcionais. Obter-se-d: o I—:E— , donde
2Rl
e zb_iﬁ = 5 1. ¢. q.d.
h2 b2 2 e

235 — Demonstre que o produto de dois nimeros pares
consecutivos é divisivel por 8. De dois mimeros pares conse-
cutivos um é divisivel por 4 e, portanto, da forma t.m (com m
inteiro) ao passo qie o outro é da forma 2. (com n inteiro).
O produto, 8.m.n, ¢, portanto, divisivel por 8.

IV

O ponto n.° 4 tem os seus enunciados no n.° 2 da «Gazeta»
e compreende os exercicios n.° 125 a 127 inclusivé As solu-
¢oes sdo:

5

' e 80x Vo
s (e B
L do 10 \/x + iy
Y | wyar
25c— w=+Vit yI6—16=12.
126a— Como c=acosB uvem ‘Iog ¢ =1log 839,2 |-

-logcos 40027132/ =2,92387 +-1,88131=2,80518 logo c=6385m.

126b — X =
e y=tg<_ u):_tg 6 B

127 — Como um triangulo rectangulo pode ser sempre ins-
crito numa circunferéncia de que a hipotenusa é o diametro, a
mediana velativa a hipotenusa ¢ wm raio da circunferéncia
e portanto igual a metade do diametro.

sen 405° = sen (3600 -{- 45°) == sen 45° =

N2

236 — Determine « de modo que o trinémio
42— (82— 2) v - 152 — 20 — T
seja positivo qualquer que seja o valor real dado a &, Nestas
condi¢es as raizes do trinomio devem Sey miimeros complexos, o
que se exprime por (4o —1)2 —15224-24-1-T <0 ou 02 —62-}-8 <<0.
Ora, as raizes da equagdo 22—06s4+8=0 sdo 2 ¢ 4. As
solugdes do problema sdo, pois, dadas por 2 <o < 4.

237 — Estabeleca a relacdo que existe entre o numero
"C, de combinagdes de » objectos tomados p a p € o namero

“C,_, de combinacdes de z objectos tomados p —2 a p—2,
=2 92) (n — 1
'C ey :C’,_j(n p+ )(n p+ )
p(p —1)
238 — Forme a equacdo do 2.° grau cujas raizes sio:
=2, all == —1. O produto das raizes ¢ —2 ¢ @ soma é 1.

A equagdo pedida ¢, portanto, x> —x —2=0,

239 - Dados os catetos & =52im,7 e ¢=32Im?2 de
um tridngulo rectangulo, calcule, por logaritmos, o valor do

angulo C que se opde ao cateto ¢. £ tgC ::lC) e, portanio,
log tg C = log ¢ - colog b = 2,50678 + 3,28009 = 1,78687, donde

C = 31028/24" ,

240 — Calcule, sem recorrer as tadbuas de logaritmos,

/
/

os valores de: w&=cosec (— l) , y=-cos0°. Ewntdo
2 /
[ =) | 1 Z
cosec ( — T) — e e D S donde
: e oasen ( - -—> sen -
- 4 4
X == — /2.cos 750° = cos (2.360° 4 30°) = cos 30° ==

PRI Ry ST E /&
= 4+ /1 —sen230° = \/1 — 1 = “/)j v odonde oy = ~‘;)2.

241 — Indique quais os valores de ¥ que satisfazem a
seguinte condicdo: tgy=tg20°. Temos y == 200 n180°
(n inteiro).

242 — Demonstre que se duas circunferéncias se cortam
e se dos centros de cada uma delas se tirarem perpendiculares
sobre uma secante que passa por um dos pontos comuns as
duas circunferéncias, a distancia entre essas perpendiculares
€ a semi-soma ou a semi-diferenga das cordas interseptadas
sobre as circunferéncias pela secante considerada. Deve recor-
dar-se que 0s pés das perpendiculares consideradas sdo os pon-
tos médios das cordas que a secante determina nas civcunferén-
cias correspondentes. E, entdo, facil de verificar que a distancia
désses pontos médios ¢ a semi-diferenca das cordas quando o
ponto comum as circunferéncias por onde passa a Secante ¢
extrémo das cordas,; e que essa distincia ¢ @ semi-soma em
todos 0s outros casos.

243 — Determine o resto da divisao por 9 do nimero
3574928 4- 378652 — 3691 . O resto pedido ¢ 1

O ponto VI esta resolvido no n.° 2 da «Gazetay e com-

preende os exercicios n.°% 122 a 124 inclusive.

Cursos da Faculdade de Engenharia da Universidade
do Porto

1
O Ponto I tem o seu enunciado no n.° 2 da «Gazetay e

compoe-se dos exercicios n.°s 118 a 121 inclusivé. Os resulta-
dos sdo:

118 a — Sejam x, y ¢ z os algarismos do mimero; entio
as equagoes que resolvem o problema sdo: x==2y-4-2; y=z—3
e x+y+4z=9, donde x=4, y=1 ¢ z=4. O numero

¢ 414,

118 b — Os coeficientes dos 3.05 termos dos desenvolvimen-
tos dos bindmios sdo iguais a C,, logo a sua rasdo ¢ igual
al, ¢asua soma 25C,=30.

x?—ax—6a? _
x?

118 ¢ — A4 desigualdade ¢ equivalente a =05

ESAR =8

Para que a fraccdo seja positiva ¢ necessdrio que ambos os
teymos sejam positivos ou ambos negativos, Como as raises go
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numerador sio X' —3a e x''=-—2a, ¢ as do denominador
X=-+a, onumerador ¢ positivo para x < —2a on X >3a e
o denominador para x < —a ou X >a, e nesie caso a frac-
¢@o ¢ positiva para x < —2a ou X > 3a. Sendo o numerador
negativo para —2a < x<3a ¢ o denominador para -—a < x < a
a fraccdo serd positiva para a— < x < a. Nesta andlise
supoe-se a >0,

119a — Sendo h a altura esta é dada por h =asena ¢ a
drea sera A ==b ><h =12,25>< 7,30 >< sen 61° 27 33" ¢ log A =
=log L,u.) +log 7,30 - log sen 61° 27! 83/ —1,08814 +0,86332 -1-
+ 1,94372 = 1,89 ),18 donde A = 78,55m

119 b — Note-se que : sen 3o = sen (22 + o) =sen2acosa -+
-1 cos 24 sen o == 2 sen « cos? o - (cos? & — sen? @) sen o =
=2seno (1 —sen?s) + (1 — ‘)sen~ o) sen o —=3sens —4sends.
Substituindo na igualdade a verificar esta transforma-se numa
identidade.

120 — Sejam [ABC] o triangulo ¢ O a circunferéncia
dada. Constroi-se a civcunferéncia O' circunscrita ao triangulo
dado. Determina-se um dos centros das homotecias que trans-
Jformam uma na outra as circunferéincias O ¢ O', por exemplo
10 caso das circunferéncias serem exteriores uma a outra,
0 determinado pelas tangentes comuns internas, e determina-se

0 triangulo homotético do triangulo dado nesta homotecia.

121 — Sejam a ¢ b os mimeros entdo a= (b —a)q41 e
b=(b—a)q' +r' e por subtraccio ordenada b — a —
=(b—a)(q' —q)4-r'—r ounde terd que ser mecessaviamente
—r-—0 ou r—1,

11

244 — Encontrar os dois menores nimeros positivos mul-
tiplos, respectivamente de 25 e 13, cuja diferenca seja 357.
Sejam 25x e 13y ésses muiltiplos entdo 25x — 13y = 357 equa-
¢do cujas solucoes, em numeros inteiros, sdo x——6-413u ¢
y=—39425u; o menor valor de u para o qual X ¢ y sdo
positivos ¢ u=2 donde x =20, y=11 ¢ os niimeros pedi-
dos serdo 500 e 143,

245 — ; Qual o nimero de permutagdes de # objectos de
que se sabe que o nimero de arranjos 3 a 3 € 120?

"Ay=n{n — 1) (n—2) =120 ¢ os #és inteiros consecutivos
cujo produto ¢ 120 sdo 6,54, como se vé pela a’ecomposiaio de
120 em factores primos; logo n==6 eentdo sera Pg=1.2.3.4.5.6==720,

246 — Dada a equacdao ax?--b6x --¢==0 formar a equa-
¢do cujas raizes sejam as desta aumentadas duma quanti-
dade m. Se forem x| e X, as raizes da equacdo dada ¢

b ¢ ‘ :
Xy - X5 = — 2 ¢ XiXp— o as raizes da equagdo pedida se-
rdo Xy tm e Xo-+m, ¢éentdo Xy + m 4 X, + m= — Z -2m
Y i A ; il c
& (X +m)(x;+m) =— 5 T (X X)) m—=m2— Ll g
2am — Dh
A equagao pedida é entio X2 — ( imﬁ, b) X .{_wc =

ou aX?— (2am — b) X -~ (am? — bm +-e)=0.

247 — Calcular porlogaritmos a area do triangulo equila-

tero inscrito no circulo de raio igual a 7 metros. O lado do

B : S 21 5 .
triangulo ¢ 1y—TV3 ¢ a altura h = 5 @ drea do triangulo

adjacentes, respectivamente

147 /3

A= = log A =1log147 -}-colog4 - l—

-1,39794 - 0,23856 — 1,80382 ¢ A = 63,bom- :

do)

log 3 == 2,16732 |-

248 — Demonstrar que cosz —sen« — |/ 2 sen (45° —4) ,
O segundo membro é igual @ /2 (sen4d5° cosa — senq cos450)==

e \/5-%(0051 —sen o) =coso —Senz.

249 — Dadas trés rectas complanas que se cortam duas a
duas fora dos limites do desenho, tracar pelo método geomé-
trico das figuras semelhantes uma circunferéncia de raio dado
que seja tangente as trés rectas. O problema é em geral impos-
sivel.

250 — ; Que valores pode tomar & e y no nimero for-
mado pelos algarismos x2y para que éste seja divisivel
por 9? Terd que ser x+2+y=9 ¢ o muiltiplo de 9 s6 pode
ser ou 9 ou 18, No primeirvo caso x -y =1 evaloresdex ey
que satisfasemn s@o os pares 1,65;2,5;3,4;4,3;5,2;6,1 ¢
7,0; no 2.0 caso x--y =16 ¢ os valores que satisfasem sdo
0s pares 7,9;8,8;9,7.

R

251 — Encontrar dois numeros tais que a sua soma, igual

a b4, esteja para a sua diferenca como 3 esta para 2. ; Havera

3 S
2 8 +n

em que » e # podem ser quaisquer? Sejam X ¢ y 0S nimeros
; 7 . 54 3

pedidos, entdo serd X4y =54 e S e =5

y=9. Hd lugar para discussio no
m—n

por <

m-n

lugar para a discussdo no caso de se substituir

sistema cuja

soluc@o é x =45

<o

€

caso de substituiv

o problema ndo tem solucdo

o |

quando féor m=n.

252 — Desenvolver o produto de binémios (wv—2)7><(v--2)
dando-lhe a forma de polinémio ordenado.

Serd (x— 2 (x +2) = [(x—2) (x +-2)]p = (2 — 1) —
= x10 — 20%8 |- 160x¢ — 6401 |- 128022 — 1024 .

253 — ¢ Na equacdo 24> —(m—1)x+(m+1)=0
valor é preciso dar a m para que as raizes difiram de 1?

que

—1
Sejam 0. ¢ 0. —1 as raises; vem s-}-(2—1)= i e
I+ e
u(o—1)== Lo sistema que por eliminacdo de o. condus a
equagio m2—10m —11=0 que tfem por raises m =11 e

m=—1, ambas solucoes do problema.

254 — Calcular por logaritmos a superficie de um triangulo
rectangulo de que se conhece a hipotenusa e um dos angulos
c=32m,72 e o = 41°40/23" .

: ; 1 ek
A drea ¢ A = 5 c?sen s Ccoss = 1 ctsen 2 e portanto

log A = colg4 - 210g32,72 4- log sen 22 = 1,39794 |- 2.1,51481 -|-
4+ 1,99707 — 242463 ¢ portanto A = 265,85 m2
255 — Demonstrar que

cos(n+1)a=2cosxcosns—cos(n—1)a.
cos (n 1) z==cos no cos z—sen nzsen = ¢ como cos(n—1)z—
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— COS Nz COS 2. -1~ Sen nu sen o vem por adigdo ordenada
cos(n-}-1)a+4cos(n —1)s=2cosnucosa o que demonstra
0 enunciado.

256 — Pelo método das figuras semelhantes inscrever
num triangulo 4BC, um rectangulo semelhante a um rectan-
gulo dado. Dizer o niimero de solucdes possiveis. Seja [MNPQ)]
o rectangulo dado que podemos supor tey um lado MN paralelo
a um lado (por exemplo BC) do triangulo, pois se na figura
ésses elementos ndo forem paralelos, pode-se day uma rotacdo
ao rectangulo de modo que o fiquem. Pelos pontos M e N
tiram-se paralelas aos lados do triangulo AB e AC. Seja Al
o ponto de encontro dessas rectas; marca-se a partir de Al
segmentos A'Bl==AB e A'C'=AC ¢ constroi-se o triangulo
A'BIC. Podemos considerar a homotecia de centro A! que trans-
forma os pontos P e Q do rectangulo em pontos Pl e Q' exis-
tentes sobre o lado B/C', e mnesta homotecia detevminayr 0s
transformados de M ¢ N que existem sébre os lados A'B' e
AIC! ¢ sdo M ¢ N' o que determina um vectangulo que por
translacio se inscreve no triangulo dado ABC.

Se em ves de tornar MN paralelo a BC, o tivessemos deter-
minado de maneira a ficar paralelo a AC ou a AB, teriamos
mais duas solugoes.

257 — ¢ Qual é o nimero que na base 7 se escreve 6321 7
¢ Que namero lhe corresponde na base 9? O nimero pedido
¢ 6733712 4271 =2220 na base 10, que na base 9 ¢
representado por 3036

IV

258 — ; Qual é o raio da circunferéncia em que a razao do
seu comprimento para o area do circulo formado & igual a

m-fn ; :
;z—_lf—n ¢ Os valores de m e n podem ser quaisquer? Seja r
5)
: : 2 , 2zr m+4n 2(m —n
o raio pedido entdo serd — = Son donde t = ~(——)
ar2 m-—n m-n

Para que haja solugdo deve ser |m| > |nl. Eauinicarestri-
¢do @ impor a m ¢ N reais.

259 —Determinar qual a ordem # do termo que no desen-
volvimento de (x 4 @)b dd para arazdo do seu coeficiente para

o do termo seguinte o valor A rasdo dos coeficientes do

C

termo de ordem 1 para o termo de ordemn n + 1 ¢é,no desenvolvi-

; n
mentode (x-+a)",iguala g O portanto no caso em ques-
e
3 s n 4 -
tdo sevd ————— —'= ow 3n +4n—28 logo n—=4.
6—n+1 3

260 — Dada a equacdo (m —D)x?—4dmx+m—2=0
para que valores de m a equacéo tera: 1.° raizes reais; 2.° duas
raizes de sinais contrarios. 7.2) Deverd o descriminante ser
positivo ou nulo o que dé 4m? — (m — 2) (m —5) >0 ou 3m?*+

10

+Tm —10>0, ¢ como o trinémio tem as raizses 1 e — -
]

: % 10
os valores de m que satisfasem sdo 1<m ou m<-—- -
3]

2.0) Pava que tenham sinais contrdrios terd que ser ainda
m — 2 2
g <0 e portanto 2 < m < H.

261 — Calcular por logaritmos a superficie de um trian-
gulo rectangulo de que se conhece um dos lados do angulo

recto e o angulo a éle oposto, respectivamente a == 10,56m
: 1
=383040'57". Serd a drea A =a’cotgs e logA =

— colg 2 + 2 log 10,55 -}- log cotg 33°40'57% = 1,69897 - -2 >
< 1,02325 + 0,17621 — 1,92168 donde A = 83,50m>.

262 — Demonstrar que sen 3@ =sena(4cos*a —1).
sen 3a = sen 2a cos a - sen a cos 2a — 2 sena cos*a +
- cos?a sena — sen®a = 3sena cos’a — sena (1 — cos?a) =
—sena(4costa—1).

263 — Pelo método das translaccoes e das figuras seme-
lhantes tracar uma circunferéncia que seja tangente a outra
dada e a duas rectas que se cortam, também dadas. Sejam
as rectas dadas s e v e a civcunferéncia de centro O e raio R,
O centro da civcunferéncia tangente a s e @ v deve estar sobre a
bissectriz do angulo de s com r. Démos s e r uma translac¢do
de modo que o vértice P do angulo das duas rectas fique sdbre
a bissectriz ¢ que as novas posigoes s' e v distem de s ¢ v duma
grandesa igual a R . Da nova posi¢io P! de P projectemos O e
deteyminemos sobre a bissectriz PP wm ponto Q ¢ sébre OP!
um ponto S que diste de Q tanto quanto Q dista de t' ou s'.
Consideremos a homotecia de centro P! em que S ¢ homdlogo
de O e construamos o homdlogo Q' de Q. Q' ¢ o centro da cir-
cunfréncia pedida, pois estando sobre a bissectris de s e v dista
tanto de s como da civcunferéncia de centro O.

264 — Determinar as bases em que 321 se escreve com
4 algarismos. Como o mimero escrito nessa base deve ter mais
algarismos que na base 10, essa base serd menoy que 10. Reco-
nhece-se facilmente que s6 nas bases 6 ¢ 5 o mimero se escreve
com 4 algarismos e tem nessas hases as representagoes 1253,
e 2241,.

O ponto V estd resolvido no n.° 2 da «Gazetay e com-
poe-se dos exercicios n.%5 114 a 117 inclusive.

VI

265 — a) Dois soldados partem das aldeias 4 e B para a
sua unidade da cidade C, que dista delas respectivamente
17,5 e 6 quilometros. 4 Que velocidade devera tomar o pri-
meiro para, partindo mais cedo duas horas, chegar ao mesmo
tempo a unidade que o segundo, que leva 1,5 horas ? ; Havera
lugar para a discussdo da equacdo a formar? Se o que parte
de B gasta 1,5 horas o que parte de A 2 horas mais cedo, para
chegar ao mesmo tempo, deve gastar 3,5 horas e como percorre
17,5 km. terd que marchar com a velocidade de 5 km/h. Ndao hd
lugar para discussdo.

266 — O numero de combinacdes de # objectos (p —1)
a (p—1) esta para o ntmero de arranjos dos mesmos #
objectos p a p como 1 estd para 6. ¢ Qual é o nimero de

; g e Gl bl ;
objectos para p == 3? Serd entdo -AT_‘ e e para p =235 vem
: ; ;
e 1 1 /
[L(EgT—z —_ on 2(n—2)=6 ¢ n=35.

n(n—1)(n—2) —F
267 — Encontrar a éxpresséo da area dum triangulo rec-
tangulo isésceles cujo perimetro € 2. Seja b o cateto e a a
2p=2b4a=2b +by2=>b(2+ y2)
L p(3—2v9).

2

hipotenusa entdo

donde b=p(2—V2) ¢ adrea A=

St
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268 — Calcular pelos logaritmos a area do hexdgono regu-
lar inscrito no circulo de raio igual a 9 metros. 4 drea dum
poligono é igual ao produto do semi-perimetro pelo apotema ¢
como o lado do hexdgono é igual ao raio e o apotema é metade

6.9 93 243y3
do lado do triangulo vem : A = 12;. =< ~~-~}5/— == )2‘/ " elogA =
— log 243 -}- § log 3 - colg 2 = 2,38561 -|- 0,23856 + 1, 69897 =

=232314 ¢ A =210,45m2.

269 — Demonstrar que tglo = ———— e

3 cos o |- cos 3a
sen 3z —sen (22 1-2) =3sena—4senda e de cosPa=
— c0s (22 + ) =4 cos 32 —3 cos o dedus-se 4sendo =
—3sens—senda ¢ 4cosda=3cosas+cosda e por divi-
sdo ordenada destas iiltimas igualdades

to 3 sen o — sen 3o
g Ay St e O ey s
g3

3 cosz-}-cos3a

270 — Determinar pelos lugares geométricos uma circun-
feréncia de raio R dado que seja tangente a uma recta m e de

cujo centro se possa ver um segmento AB sob um angulo

dado. Seja AB o segmento dado; o lugar geométrico dos pontos
dos quais se vé o segmento sobum angulo dado ¢ o conjunto dos
dois arcos de duas circunferéncias que passam pelos pontos
A ¢ B ¢ cujos centros O ¢ O' sd@o os pontos de encontro das
vectas que passam por A ¢ B e fasem com o segmento AB, e
para o mesmo lado déste, um angulo igual ao complemento do
angulo dado. Por outro lado o lugar geométrico dos centros
das circunferéncias tangentes @ uma recta dadam é o conjunto
das duas paralelas @ m e adistincia R dela. Os pontos de en-
contro de qualquer destas vectas com os arcos das circunferén-
cias de centros O ¢ O, sdo os centros das civcunferéncias pedidas.

271 — O maximo divisor comum de dois niimeros é 8 e.o
menor multiplo comum é 560. ;Quais sdo ésses ntmeros?

zl>__<b_

Seja D=8 0 m.dic, ¢: M= 560 o m.m, c. dos nume-

ros a ¢ b. Oracomo a=D.p ¢ b=D.q emque p ¢ q sdo
M:pxq:mo:ﬂ)
D / 8
admite as solucoes inteiras p=1,q=170; p=2, q=235;
p=5, q=14; p=7, q=10. Donde os pares de nimeros,
solugdes do problema : 8, 560; 16, 280; 40, 112 56, 80.

primos entre si vem equagcdo que

Curso de habilitacdo para professores de desenho
nos liceus

iL

272 — A soma de um 'multiplo de 5 com um midltiplo de
11 & 188. ; Quais sdo ésses multiplos? Sejam 5x ¢ 1ly ésses
mutltiplos serd entdo 5x |11y =188, equac¢do cujas solugées
em mimeros inteiros sGo x =314 11u e y=3—>bu, e como
s0 nos servem as solu¢des infeiras e positivas que so existem
para u-—0, —1, —2 os mimeros pedidos sdo os pares 155
e 33; 100 ¢ 88 ; 45 ¢ 143,

273 — Defina base de um sistema de logaritmos e indique
como o valor da base influe no sentido da variacdo dos loga-
ritmos relativamente ao sentido da variacao dos nimeros que

lhe correspondem. Base de um sistema de logaritmos é um
niimero positivo e diferente de 1, tal que nésse sistema o loga-
ritmo de um dado mimero é o expoente a que se deve elevar a
base para obter o mimero. Se a base do sistemma é maioy que 1
o0s logaritmos crescem com o0s numeros que lhes covrespondem ;
se a base ¢ menor que 1 entdo os logaritmos decvescem quando
0S mimeros crescemt.

274 — Defina radicais semelhantes.

275 — Determine por logaritmos o lado @ do triangulo de
que se conhecem os seguintes elementos B — 90° ¢ = 141,24m

C=142028'39"., Como i tgC wem loga—log141,24 |-
a

-1~ log cotg 420 281 39! — 2,14995 - 0,03829 — 2,18824
a == 154,26m .

donde

276 — Exprima em funcio do raio do circulo a que per-
tence, o comprimento da corda a que corresponde o angulo
ao centro de 38°15. Se fér | a coraa ¢ R o raio da circunfe-

B &l 38915
véncia ¢ 1-=2R sen — i

277 — Calcule o raio da base de um cilindro de revolucao
de 4 metros de altura e de volume igual ao do cubo cuja dia-
gonal mede 6 metros. Seja V o volume do cilindro e X o raio
da base, sera V =4=x2. Se for d a diagonal do cubo como ¢
d=1y3 wvem V—=1B=21.y3 ¢ portanto 4rx®=24y3

/108
X=———m.

V=

278 — Indique e justifique uma construcdo que permita
determinar o segmento meio proporcional a dois segmentos
dados. Sejam a ¢ b os segmentos dados, constyua-se o segmento
a--b ¢ determine-se a civcunferéncia de diametro a--b. O
ponto P de encontro da perpendicular ao segmento a -|-b tirada
pelo ponto extremidade de a e origem de b com a circunferén-
cia, ¢ 0 pé Q desta perpendiculay definem um segmento PQ
que, por ser a altura dum triangulo rectangulo inscrito na
civcunferéncia relativa a hipotenusa, divide esta em 2 segmen-
tos de que aquéle é o meio proporcional.

279 — Indique as condicdes a que tém de satisfazer as
somas das medidas dos diedros e das faces de um triedro.
A soma’dos dngulos das faces de um triedro estd compreendida
entre 0 e 2x radianos ¢ a soma dos angulos diedros entre = ¢
3= radianos.

280 — ¢ A soma de duas fracgdes irredutiveis serd uma

5 2 Eas 2 a c
fraccdo irredutivel? Justifique a resposta. Sejam 3 Sty
d
P s ad - be
duas fracgoes irvedutiveis a soma t::—j——— S6 ndo é irvedu-

tivel caso b e d admitam um divisor comum.

I

281 — Indique quais os valores de & que verificam simul-
taneamente as inequagdes 4-|-3x—a* >0 3x— 20,
A 1.0 desigualdade é verificada para os valores de x: —1<x <4,
visto serem —1 ¢ 4 os zeros do trinémio e o sinal do coeficiente
de X2 ser contrdrio ao do trinomio; ¢ a 2.0 desigualdade ¢ veri-
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ficada para x <0 ou x>3 por serem 0 e 3 os seros do tri-
nomio e o sinal de x? igual ao do trinomio. Os valores de x que
satisfasem simultineamente as duas desigualdades sdo entdo
ity (s 008 <4,

282 — ;Que sabe acérca das raizes de uma equagdo bi-
-quadrada de coeficientes reais em que o coeficiente de xi e
o térmo independente tém sinais contrarios ? 4 equacdo nessas
condicoes tem duas raizes veais, ¢ as outras duas complexas.

283 — ;Qual é a base do sistema de logaritmos em que o
nimero 27 tem por logaritmo —;? Justifique a resposta. 4 base
pedida é o mimero 9, solugdo da equacdo x'— 971,

284 — Determine por logaritmos a altura do triangulo is6s-
celes cuja base mede 143,32m e o angulo oposto mede 47°35'14"".
Se designarmos por h a altura a determinar, em metros, ¢
h == 71,66 cotg 23047'37"" ¢ log h =1log 71,66 |- log cotg 2304737 —
= 1,85528 -1 0,35564 = 2,21092 donde h = 162,52m .

285 — ; Havera algum angulo que verifique a igualdade
log sens = 1,473257? Justifique a resposta. Ndo hd : a igualdade
acima, logysen s = 147325 > 1 implica sen 2> 10 que con-
tradiz senas<1.

286 — Determine a razdo que existe entre o volume de
um prisma hexagonal regular e o volume do cilindro que lhe
seja circunscrito, Sejam H e R os mimeros que medem respec-
tivamente a altura do prisma (que é a altura do cilindro) e o
lado do hexdgono da base do prisma (igual ao raio da base do
cilindro). Sejam, ainda, V ¢ V' os volumes do prisma e do

i 3 :
cilindro, vespectivamente. Sexd V =6 5 R - g H ¢ VI=zR*H
Vi .8y3
donde A

287 — Exprima em grades a medida do angulo externo de

um triangulo equilatero. Jf%—o = 133,33 . . . grados.

288 — Uma esfera foi cortada por dois planos paralelos.
¢ Que nome da a cada um dos solidos em que a esfera ficou
dividida ? § Que nome da a parte da superficie esférica que
corresponde a cada um désses solidos ? Os dois planos para-
lelos dividem a esfera num segmento esférico de duas bases e
em dois segmentos esféricos de uma base. A superficie esférica
ficou dividida, respectivamente, numa sona esférica ¢ em duas
calotes esféricas.

289 — Defina multiplicacdo de numeros fracciondrios. O

r
produto de dois miimeros fracciondrios L 7 é o ni-
q

pXr

mervo ~q—';<—s‘
I
sl 1 1
290 — Resolva a equacdo = -}~ = 0.

Como o m.m.c. dos denominadores é a.(a—x).(2x—a),
a equagdo dada ¢ equivalente a equa¢do (a—Xx)(2x—a)+
+a(2v—a)—a(a—x)—=0 ou 2x?—6bax43a2=0 equacdo
3+ V3
9

&

que admite as solucoes X =a.

291 — Determine o sétimo termo do desenvolvimento de

5 ‘/;\m
"/j;—»f% efectuando as possiveis simplificacdes. O sé-

X /
- 10 oy y
timo termo ¢ Ty—=(—1)6- e ) = 210 = -
6 \ ‘/}1 \ X x2

292 — Calcule por logaritmos ° (/0,039 e escreva trés
pares de elementos das classes contiguas que definem tal
nimero irracional.

log 31/0,089 = ; log 0,039 = ; >< 2,59106 == 1,530553

donde 0,039 = 0,3391. Os trés pares de clementos das clas-
ses contiguas que definem o niimero podem ser 0,3 e 0/4; 0,33
e 0,34; 0,339 ¢ 0,340.

293 — Determine porlogaritmos a area do triangulo rectan-
gulo cuja hipotenusa mede 116,27#. e em que um dos

angulos mede 39°17'26'". Como S —=a?senB cosB ==
2

a2
2—sen28, vem logS==colg2--2log116,27-|-logsen 78034/ 52!/ —

=1,69897 2 ><2,06547--1,99132 —3,82123 ou seja S = 6625,66m?.
294 — Calcule sem recorrer as tabuas, todas as funcdes
trigonométricas do angulo 3360. Como 33600 = 9 >< 3600 +

- (180° — 60°) zem  sen 3360° = sen 600 = %i) y  cos 3360 =
1 v .
= — co0s 60° = — o tg 3360 == — tg 60° = — /3, cotg 33600 —=
3 1 o )
= — cotg 60° = — ——, sec 33600 =sec 600 = —2, cosec33600 —

(3]

24/8

= cosec 600 =

295 — Calcule a 4rea lateral da piramide triAngular regu-
lar cuja altura mede 6 metros e cuja base € inscritivel num
circulo cujo perimetro é 12,56 metros. O raio do circulo é

12m 56
r=—_"—=2m ¢ portanto o lado do triangulo inscrito (lado
da base da piramide) é 1;—=2V/3; O apdtema duma das faces
da piramide ¢ Ap =y H2--ap? sendo H a altura da piramide
e ap o apotema da base (triangulo equildtero e por issoigual a
r \ o
— =1m) ¢ porfanto Ap = \/6? +1=/37 e a drea lateral

2
da pivamide seré S = 8.2 V3

ARl V37 = 3 /111 = 31m259,

296 — Diga como se acha um diametro de um circulo cujo
centro se ndo conhece. Tracam-se duas cordas quaisquer da
civcunferéncia e tracam-se os eixos dessas cordas. Como estes
eixos passam pelo centro da civcunfevéncia, o seu ponto de encon-
tro é o centro, e, detevminado o centro, qualquer corda que passe
por éle ¢ um didametro.

297 — Diga qual o sé6lido gerado pela rotacdo de um trian-
gulo rectangulo em torno de um cateto e o que &, no solido
gerado, cada um dos lados do triangulo. O sélido gerado ¢ um
cone civculay recto. Um cateto é a altura, o outro o raio da base, e
a hipotenusa a geratris.

298 — Diga como da decomposi¢dao em factores primos de
um namero dado se pode concluir se éle é um cubo perfeito.
Se os expoentes dos factores primos forem todos muiltiplos de
3, 0 niimero é um cubo per feito.
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IV

299 — Indique quais os valores de & que verificam a ine-
quagao @*(1 4 6*4% > b(2a’x-1-b), supondo que @ e & sdo
positivos. A inequagdio dala é equivalente @ a2b?x? — 2a2 bx -
a—-b

=

As
7 ab

+a?—Db?> 0. raizes do trinomio sdo

a—b
ot i

5 ab

¢ como o trindmio tem que fer o sinal do coefi-

a—b
V<€
ab

9

ciente de X, a inequacdo é verificada para o

300 — ; Que condicoes devem verificar-se para que a
a equacdo mx --ny =p admita um nimero infinito de solu-
cOes inteiras e positivas. Para a equacdo ter uma infinidade
de solugies inteiras e positivas devem ser m ¢ n primos entre si,
ou que o seu m. d. c. sefa diwvisor de p, e além disso sevem m
¢ 1 de sineis contrdrios.

301 — Defina poténcia de expoente negativo e poténcia

: ; 1 :
de expoente fracciondrio. a7’ = ; == x/a"
a’
302 - Determine por logaritmos o lado do losango em que
um. dos angulos internos mede 123°15'12" e a diagonal

maior mede 103,26 metros ? O dngulo dado é o maior dngulo
do losango, portanlo a diagonal dada ¢ oposta a éste in gulo.
Nestas condigies dedus-se, do triangulo rectangulo em que a
hipotenusa 1¢é o lado do losango, ¢ um cateto metade da dia gonal
103,26
2sen 61057 36/
logo logl==1og51,63 + colgsen 61037 36! =1,7129040,05559 =
= 1,76849 donde 1= 5868 metros.

¢ o angulo opisto metade do angulo dado que 1 ==

303 — Escreva a expressdo geral dos angulos que tem a
mesma cosecante que o angulo de 16027, Sdo os arcos
4= 1n.180° -|- (— 1)".[16° 27'] .

304 — Determine a razdo que existe entre a area de um
cubo e a da esfera que lhe seja circunscrita. 4 drea do cubo

¢ 612 oun expressa no raio da esfera S, 8R? visto o didme-

tro da esfera ser a diagonal do cubo. E sendo S,—1=R? a
. GBS - 2
drea da esfera, sera " = .

Dy 3

305 — Exprima em radianos a medida do angulo interno
de um hexagono regular. O d@ngulo interno do hexdgono regulay
) P
¢ 3 radianos.
306 — Diga qual é o lugar geométrico das tangentes a uma
esfera tiradas de um ponto exterior. £ wma superficie conica

tangente a esfera e de vértice no ponto exterior,

307 Escreva na base 14 o niimero que na base 6 se escreve
2541, O namero 2541, escreve-se na base 10: 2.63 + 5.62--
. ¢ poritanio na base 14 escreve-se 337 .

J+4.6 41 =637

308 — Resolva a equacao aba! — bda? - acx? —cd. As

raizes sdo —+ \/d e —+ \/ﬁ_g %
i 5 Sl 7

309 — EKmpregando as tdbuas de logaritmos vulgares deter-
mine o logaritmo de 32 na base 5. O médulo de transformacdo
(ke i
logied  0,69897

1 L S A0y 1,50515
3 : S, ST
0,69877 =10

do sistema de base 10 no sistema de base 5 ¢

log; 52 = 2:15388

0,69897

¢ portanto

310 — Diga se ¢é possivel a inequacio 5a — 42— 120,
e enuncie o teorema em que se baseia. .Is raizes do trindémio
s@o mumeros complexos pois o descriminante ¢ negativo, ¢ em
virtude do teorema que dis : quando as raizes dum trindmio do
2.2 grau sio mimeros complexos, o trinomio toma o sinal do
coeficiente de X para qualquer valor real de x; a desigualdade
é impossivel.

311 — Determine por logaritmos o lado ¢ do triangulo de
que se conhecem os seguintes elementos: € -- 900 g — 126w 47

e B-=31011'27", ¢, oposto @ C é a hipotenusa e entdo serd:
a
a=ccosB donde ¢= -"—— Jogo logc—210199--0,10167 ==
cos B
== 2,20366 donde c =15983m .

312 — Calcule fg(a —b) sabendo que @ e & sdo angu-

—3 1
los positivos inferiores a 180° ¢ que sec a - oo coshH=>-

<

Dos dados tira-se cosa - c sen a==- \/1 S ,\{i Stga—
T ‘/'—)\/\ —>i e 30 }'/)5 ; de cosb 1, vem senb —= ~’—\/<1‘ —_? e
B 4 D 3 9
_::)f{‘ 4 tgb:f{gg o - =2y 2., Logo sexd

v) 2/ 9

313 — Calcule o volume de um cilindro de revolugao cuja
altura € dupla do diametro da base e sabendo que na base ests
inscrito um triangulo equilatero de 3 metros de lado. Se for r

i 3 .
rY3 vem r-o-—=— V3 eaal-

o raio da base como |y — =
V 3

tura do cilindro ¢ 1y3 donde o volume V —x(y/3)" >

<43 =12z y/

3114 - Justifique a construcdo que permite achar o centro de
um circulo de que se conhecem 3 pontos. O centro da circunfe-
réncia, sendo equidistante dos 3 pontos A, B e C, deve estay no
lugay geométrico dos pontos equidistantes de A ¢de B (perpen-
dicular ao meio de AB) ¢ no lugar geométrico dos pontos equi-
distantes de B e de C (perpendicular ao meio de BC) ; portanto
¢ 0 ponto de encontro daquelas duas perpendiculares.

v 3ms.

315 — Defina triedros suplementares e indique as relagoes
entre os seus elementos. Dois triedros disem-se suplementares
quando os angulos diedros dum sdo suplementares dos angulos
das faces do outro : ou o que é o mesmo, quando as arestas dum
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podem, por um deslocamento, tornar-se perpendiculares as faces
do outro.

316 — Diga o que sabe a respeito do ntmero de diviso-
res positivos de um niumero que seja um quadrado perfeito.:
Seja N =n? onde n ¢ um inieiro. Seja ainda n-p”p- - p!

{ e
23 2

S . . 20l
a decomposicdode n em factoyes primos. Serd N=p g
l 2 I’

(20 4-1) (2B 4-2) - (20 + 1) de

et
<

logo N tein wmn mimero impar
aivisores.
v
317 — Forme a equacao biquadrada de que sdo raizes os
valores de & e v que se obtém resolvendo o sistema:

s

Y=x
e
+ 2 13
X=0y-=3. A equacdo biquadrada terd entdo por resolvente
a equacdo xX:— (0 +3)x-+325=0. A equacio pedida é

por isso x4 —34x2 1,225 =0,

As raises do sistema sdo

318 - ; Qual é maior o ntmero de arranjos de »# objectos
7 a p ou o namero de combinacoes dos mesmos objectos tam-

bém p a p? ¢ Havera algum valor de p para o qual tais nime-
ros sejam iguais? £ maior o nmimero de a@rranjos pois ¢

i
»

A : T
1C,— WP;' - So serdo iguais quando p=1.

319 — Classifique as funcoes:

B a
2% s i Y usmit e Ak Ty - et
y=_-x—V&; y=Vdr— a’+tsen_; y=senx—( It

2 2 3

A 1. ¢ 2.4 funcoes sdo algébricas, a 2.¢ racional inteira (poli-
nomio inteiro) e a 1.4 irracional. A 3.0 ¢ trancendente.

320 - Determine por logaritmos a area de um triangulo
is6sceles cuja base mede 131,26 metros e em que cada um dos
angulos na base mede 3505227, A drea ¢ A 131,26 . 2

em que h-— = (o0 logo serd logA ==2log 131,26 -}

- ~1

- colg 4 - log tg 3505227
—=349345 ¢ A = 31149m?2.

= 4,23626 - 1,39794 - 1,85925 — |

{

321 — Deduza a partir da formula que dd tg(z-|-8) a
tgo-L-tgh

| —tgatg

Como tglo+8)

f

formula que da tg2s. fazendo

o vem tglu=

322 — Determine a razdo que existe entre o volume de
uma piramide triangular regular e o cone de revolucdo que
lhe seja circunscrito. O volume da pivamide, se for R o raio
1 3R2y/3 "
s “, -h e owvolume
) =%

33

Ar

M

da base do cone circunscrito, ¢
g g e Vv
do cone ¢ V,=— ;=R°h donde =
)

323 —Indique e justifique uma construcdo que permita
levantar a perpendicular a um segmento rectilineo num dos

seus extremos. Seja o segmento AB, prolongo-o a partir de B,
¢ em dois sentidos contrdrios marco distincias BP=BO.
Com centros em P e Q ¢ 0 mesmo raio, maioy que BP | tracam-se

dois arcos de civculo que se cortam em dois pontos R e S. Unido R
com S obtém-se a perpendicular pedida, pois essa recta é o lugar
geométrico dos pontos equidistantes de P e Q , portanto perpen-

dicular ao meio de PQ .

324 — Defina distancia de duas rectas ndo complanas e
indique como a pode determinar. Distancia de duas rectasx ¢ s
ndo complanas ¢ a distancia de uma delas ao plano passando
pela outra e que lhe é paralelo. Constroi-se, por exemplo, o
plano = que passa por t, ¢ ¢ paralelo a s. Tomado um ponio P
qualquer de s, a distancia de P a = ¢ a distancia pedida.

: S g : :
325 — ; Se a fraccdo ; for irredutivel, também o serd a
h

n

fraccao —1] sendo m e 2 nimeros inteiros positivos ? Justifi-
b

que a resposta. 4 segunda fraccdo ¢ também irredutivel por-
que nido tendo a e b divisores comuns, quaisquer poténcias déstes
niimeros né@o tém também divisores comuns, pois a potenciacdo
ndo introdus movos factores primos na decomposicio de um
nUIMEY 0.

Licenciaturas em ciéncias geograficas
[

)

; SO
326 — Diga se na expressdo _ -= A pode ser um

o5
o) & &)
numero inteiro. Ndo porque estando a segunda fracedo redu-
sida & expressdo mais simples, os termos da primeira deveriam
ser equimailtiplos dos termos da segunda, o que ¢ impossivel

desde que A seja inteivo.

327 — Discuta a natureza das raizes da equacao

4ot 207 —1 =0,

A equacdo resolvente 4x*—-2x —1=0 tem raizes reais
pois o descriminante ¢ positivo; além disso, em vista do sinal
do coeficiente do termo independente, conclue-se que as raises
sdo de sinais contrdrios; logo as raizes da equagdo biquadrada
proposta s@o duas reais ¢ duas imagindrias.

328 — Num triangulo rectangulo sendo dado um cateto
38m,016 e o angulo adjacente 30°15/, caicule a hipotenusa.
38,016
cos 30°15'
— 157997 -+ 0,06357

logo . loga =

— 1,64354

A hipotenusa a é dada por a-—

— log 38,016 |- colg cos 30°15/
donde a = 44m,009 .
Il *

329 — Calcule quantos divisores tem o numero 180 e
escreva-os.

Como 180 =22><32<5 ferd. (2-1+1)24-1)(A+1) =18
divisores, que s@o os mimeros 1,2, 3,4,5,6,9,10,12, 15, 18, 20,
30, 36, 45, 60, 90,180 5+ os quais se obtém multiplicando os se-
guintes divisores de 180: 1, 2, 22 1, 3,3 e 1,5 unspelos
outros de tédas as maneivas possiveis.

9
)

330 — Num sistema de logaritmos em que a base é

calcule o logaritmo de 100. 7rafa-se do problema da mudanca

de base ¢ o modulo de transformacdo da base 10 na base : ¢
1 it il

log & ~ log3 Fcolgt ™ 0477121 1,39794

0 log“,‘ 100 = — 8,003 >< 2 = — 16,006 .

= 8,005 e portanto

ey
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331 — Inscreva num cubo um octaedro cujos vértices
sejam os centros das faces do cubo. Calcule a relacao dos
volumes destas figuras. Se for 1 @ aresta do cubo serd o seu
volume V,=15. O volume do octaedro é o volume de 2 pirdmi-
des quadrangulares, iguais, cuja altura ¢ metade da aresta do
cubo e cuja base é um quadrado que pode ser inscrito na face do
cubo com os vértices no meio dos lados ; a drea déste quadrado

. 1
¢ entdo -12, portanto o volume do octaedro é

5 B Lol

s e e relacdo dos volumes ¢ V, :V,=06.
) &~ )

ISt

332 -- Justifique a definicdo que se d4, de uma poténcia
de expoente negativo, inteiro. 4 poténcia a™ pode ser enca-
rada como o cociente a":a’ em que WM —N=—Dp OU
n—m=p, e como sepode, sem alferar o valor duma frac-
cdo, dividir ambos os termos desta pelo mesmo mimero, vemn

am am: an 1
AP == — > et
a'rl

- — = =" o que justifica a defini¢do.
atsaliea

333 —Escreva na base 11 os nameros 109 e 24 (da base 10).
Efectue a soma na nova base e, passando para a base 10,
verifique se dd o mesmo que a soma directa na base 10,

Os nimeros 109 e 24 escrevem-se na base 11, Y9a ¢ 22 se
designarmos por a o simbolo que vepresenta o mimero 10 na
base 11. 4 soma ¢ entdo 111, = 11211 + 1 =133, soma
de 109 com 24. :

334 — Imagine uma esfera de volume /. Calcule o volume
de um cubo inscrito nela. 4 diagonal d do cubo é um diametro
da esfera e se representaymos por 1 a aresta do cubo serd
=112 L12=3. Seja R oraioda esfera entdo d=2R

9R /3
donde 1 -= '—,\—)

V= L =R donde R*= ;:V .

3] T

8y3 .. 2y3V
SR

or

¢ portanto 4R* =31 - O volume da esfera é

(3}

O wvolume do cubo é, portanto,

38
Iv
335 — Construir a equacgdo do 2.° grau cujas raizes sao
duplas uma da outra. Sejam a ¢ 2a as raises; a equacdo pedida ¢
x2—3ax +2a2=0.

336 — Faca uma regra para tirar a prova dos 5, e diga
porque se nio usa tal prova, 4 Redac¢@o ndo compreende o
enunciado do problema.

337 — Desenhe um triangulo eqiiilatero de lado @. De um
ponto interior P tire segmentos para os vértices, ficando o
triangulo decomposto em 3, cuja soma das dreas ¢, pnatural-
mente, igual 2 area do tridngulo dado. Baixe de P perpendi-
culares sobre os lados @, e mostre que, fundado no exposto,
a soma déstes segmentos perpendiculares € constante, inde-
pendente da posicdo do ponto /7. Se designarmos por Ha
altura do triangulo dado e por hy, hy e hy os segmentos das
perpendiculares baixados de P sébre os lados, que sdo as alturas
dos triangulos em que fica decomposto o triangulo dado, ter-se-d
designando por S a drea do triangulo total

S }) (ahy - ah, - ahy) = l) all donde h;-|-h,-Fhy=H

qualquer que seja P, o que prova o enunciado.

LA

N

238 — Escreva um trinémio que, para valores de & majo-
res que (—1) e menores que (+ 1) tome sempre um valor
positivo, e que para valores de & maiores que (4 1) e meno-
res que (—1) tome um valor negativo. O trinémio pedido ¢
—x2 41 ¢ujas raises sdo + 1. Para valores compreendidos
entre as raises o trinomio toma o sinal contrdrio ao do coefi-
ciente do seu 1.0 teymo ¢ pava valores fora do intervalo das rai-
zes toma o sinal désse coeficiente.

239 — Divida 6,34 por 2,1 e explique, se tem algum incon-
veniente para o célculo do cociente e resto, o andar com a vir-
gula, para a direita, uma casa decimal, em cada um dos nime-
ros dados, conforme a regra. O resultado da operacdo ¢ o
seguinte : cociente 3 e o resto 0,04. O deslocamento da virgula-
de uma casa decimal para a direita em cada wn dos nimeros
dados equivale a multiplicd-los poy 10 e por isso o resto vem
multiplicado por 10, enquanto o cociente se conserva.

240 — Nas cartas geograficas antigas usava-se, na repre-
sentacio da réde de meridianos e paralelos, e para as latitu-
des do Mediterraneo, uma malha rectangular. Calcule as dimen-
soes relativas dos lados desta malha para o paralelo de Lisboa,
dando-lhe a latitude 38° 40/,

A Redacgdo ndo compreende éste enunciado.

Vi

241 — Justifique a regra da soma de um inteiro com um
quebrado. Seja a o inteiro e — onianero fracciondrio. Um in-
c

teiro pode escrever-se sob a forma de fracido com denominador

arbitrdrio e cujo numerador ¢é o produto do denominador pelo

b ac~ b ac
e S

inteiro e entdo sevd a
c c e

, 0 que justifica
a regra.

242 — Procure solucdes inteiras e positivas da equagao
3x-2y=1 e veja o que sobre elas dizem os coeficientes.
Como x¢g=1 ¢ yo=—1 ¢ uma solugdo particular, @ solugdo
geral, em miimeros inteiros, ¢ x=1--2t, =—1-—-3t em
que t ¢ um infeivo qualquer. Para que X ¢ y se jam positivos é

1 ; "
e t<— -5 emndo hd valor inleirvo

: 1

necessdrio que t=> —-
~ (3

de t que satisfaca simultineamente a estas 2 desigualdades ;

logo a equacdo ndo tem solugdes inteiras e positivas.

243 — Num triangulo rectangulo dada a hipotenusa 509™,81
e um angulo 380 17,5, caleule o cateto oposto a éste angulo.
Se for c o cateto sevd ¢ = 309,81 sen 38° 18,5 donde logc ==
— log 309,81 -+ log sen 380 17',5 = 2,49109 |- 1,79216 = 2,28:
portanto ¢ = 191",98.

Yo
)z €

Instituto Superior de Ciéncias Economicas e Financeiras
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209 — @) Defina sistema de logaritmos e diga o que €
base do sistema. Enuncie as propriedades fundamentais do
caleulo logaritmico. &) Calcule o valor real de x dado pela
V5. /sen128021/4"

(4,002

T =0. Aplicando logaritmos

equacao
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s e e g g .
vem logx=— ( 5 logd+-=log sen 128021'4"" |- : colog l,()()‘.’) = ‘
D\~ = . /

e > 0,34949 - 1,94722 -1 1,75909) == 0,01860 donde x = 1,0437.
}( y I ] | ) ’

300 — a) Defina maximo divisor comum e menor miltiplo
comum de nimeros inteiros e diga de que maneiras pode
efectuar a sua determinacdo. Diga que alteragdes se produ-
zem no méximo divisor comum e no menor multiplo comum
de dois niimeros quando um déles é multiplicado por um ter-
ceiro; encare as varias hipoteses que podem apresentar-se.
b) Determine todos os divisores comuns aos trés nameros
90, 315, 495 e os seus multiplos' comuns compreendidos entre
30.000 e 60.000. Os divisores comuns de virios mimeros s@o
0s divisores do seu mdximo divisor comum. No nosso caso é o
1 e {7 e e 0s divisores comuns sdo : 1, 3, 9, 5, 15, 45,

Os muiltiplos comuns sdo os muiltiplos do m. m. c.; no caso
presente o m.m. c. =6930, ¢ os miltiplos compreendidos entre
30.000 e 60.000, s@o 54650, 41580, 48510 e 55440, que se obtém
multiplicando o m.m.c. por 5,6, 7 ¢ 8,

2 R A
D6,

301 — a) Defina semelhanca de figuras planas e enuncie
as propriedades que conhece relativas 2 semelhanca de poli-
gonos. 6) Uma piramide quadrangular recta regular de base
inserita num circulo de raio 1 é cortada por dois planos para-
lelos a base e que dividem a altura em trés partes iguais.
Determine a razdo das areas das duas seccoes obtidas. Por
sevem homoiiticas as figuras das seccoes ¢ a vazdo de homote-

h

o

4.

cia sey , ouseja 2, arasdo das dreas é igual a 2°-

h

Ot ! o

302 — Dada a equacdo a*— (1+a)x--a?=0 de raizes
2 e [, formar, sem a resolver, a equacao do 2.° grau cujas

s Bl i AR et s Comotyi- Yo =1 ¢
I+
42 @2
el :
ViFy, =2 ui,_- , € por outro lado os--3=1-1a, a8 =a?
253
e 2+ BR=1+4+2a—a, vem y -y, esera:

a?y?—(1-2a—a%)y +a=0 a equacdo pedida.

303 — Sdo dadas duas circunferéncias de raios » e 2 e

. D
colocadas de modo que os seus centros distam o e

mine o comprimento da corda comum. Sejam O ¢ O' os cen-
tros das duas civcunferéncias; P ¢ P' Os pontos comuns des-
sas circunferéncias. 4 corda comum PP' ¢ dividida ao meio
pelo segmento OO' que a encontra no ponto M, portanto

Deter-

MP ::—‘1)—35[7': Ora os triangulos OPM ¢ O'PM sdo rectin-

gulos e sefizermos MP=x, vem x2 ==12—OM? ¢ X? — 1

donde O'M2 — OM? = 312; mas, OM = —';— r— O'M, logo O'M2 —

L \ 2 o
A (% r— 0'M> =3r*, ¢ O'M= ‘:(‘) r; finalmente ¢
10

PPty V.20

11

304 —a) Defina equacdo. Enuncie as propriedades que
relacionam as raizes duma equa¢do do 2.° grau com os coefi-
cientes da mesma equacdo e diga que utilidade reconhece
nessas propriedades. &) Resolva o seguinte problema : deter-
mine / de modo que o trinomio (¢#—1)a?-}-2fx-L#4-2 seja
positive para todos os valores de x. O frinomio sevd positivo
para qualquer valoy real de x desde que, sendo o coeficiente
de x> positivo, o descriminante seja negativo, ou nulo, isto ¢ :
t—1>0 e 2—(t4+2)(t—1) <0 ou seja t>2.

305 — a) Defina as funcoes circularzs directas, Das for-
mulas de adic@o tire as relagdes existentes entre as funcdes
o

” = it O |
circulares de angulos que difiram de =

b) Calecule a area

de um triangulo rectangulo sabendo que a diferenca dos seus
angulos agudos € 12° e que a altura correspondente & hipote-
nusa ¢ 1,53 m. Como os dngulos agudos B ¢ C dum triangulo
rectangulo sdo tais que /Ef—/C =90° ¢ como no nosso caso é,
além disso, B - C =120 serd B==510 ¢ C=—39°. 4 drea é

Rl 2
S = h*secBsecC, sendo h a altura, ¢ entdo log S

ol
5 COlg a3 by

~+21log1,53 |- colg cos 51° - colg cos 390 — 1,69897 --0,36938 -
- 0,20113 -- 0,10950 = 0,37898 ¢ por isso ¢ S —- 2,39 m?.

306 —a) Defina simetria no plano em relagio a um ponto
e em relagdo a um eixo e diga que propriedades conhece rela-
cionando a simetria com a igualdade. §) E dada uma circun-
feréncia de centro O e raio conhecido » e duas rectas per-
pendiculares distando uma @ e outra 24 do centro da circun-
feréncia. Determine ¢ de modo que o ponto M de encontro
das duas rectas seja interior a circunferéncia. Calcular em fun-
cdo de » e d a area daquéle triangulo que tem O no seu inte-
rior e cujos vértices sdo J/ e os pontos em que as rectas cor-
tam a circunferéncia. Como as rectas distam d e 2d do centro
da circunferéncia para que o sewu ponto de encontro M esteja
dentro da circunferéncia é necessdrio que OM < t; mas OM
¢ a diagonal dum rectangulo cujos lados sdo d ¢ 2d logo sera
OM =d /5 e porisso dy5 <r ¢ d <-—;_ ;

5

considerando o triangulo que tem O no seu inferior, se designay-
mos por A e B os pontos em que as rectas encontram a cir-

Por outro lado, ,

: : 1 1
cunferéncia, a sua drea é S = 5 MA><MB. Sede O ftirar-

mos perpendiculares para MA e MB cstes segmentos ficahz
divididos em 2 partes pelos ponfos P ¢ Q de tal modo que
Z\m_f MP-LPA e MB:MQ--{LQB ; oraé, pelos dados, MP=d
¢ MQ=2d; ¢ comodos triangulos rectangulos POA ¢ QOB
PA?—1r2— (2d)? ¢

se tira que OB2—=r12—d2 serd entdo

el (2d + V2 =@) (d+ P —4d?).

307 — Calcular a area total e o volume dum paralelipipedo
rectangulo, conhecendo as diagonais das suas faces. Sejam
dy, dy ¢ dy as diagonais. Teremos x* -+ y?=d}; x>-}-z?-—d2
e y*+z'=d}i, emque X,y e z s@o as dimensoes das arestas
do paralelipipedo. Do sistema anterior tira-se, se fisermos

2s=d}+di}df, x2=s—d}; y’=s5—d} ¢ Z2=s—d2.
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E serd fmalmem‘e a drea

+ \/( d3) (s —d}) ] eo volume Ve ;/(s— ,)(s——d._,)(s—d{-i)‘.
; 308——Fazend!o x-Ly=u e wy=v, calcular x*-+ 3?2,
.x"+ W v"—} v“ el fungio de % e v. Serd entdo x?-|-y?-|-

e x‘ + y3 -+ 3xy (x -1 y) —ud donde xP-}yd=ud—3vu; ede
igual modo se calcula x4 -yt —uf—4v (u? —2v) —6v2.

11

309 —a) Defina sistema de equacdes do 1.° grau e diga
em que propriedades se baseia para fazer a sua resolucdo.
&) Resolva o seguinte problema: dividir o nimero 24 em trés
partes aditivas tais que a terceira seja a soma das duas pri-
meiras e que a soma da primeira com a terceira esteja para
a soma das duas primeiras como 7 estd para 6.

X+ v z=24 o=
Tem-se.: {x-- y— z= 0 e, portanto, 0
XA+ Ty —6z—=0 82 ~—12"

:

310 — @) Enuncie as propriedades fundamentais do cél-
culo operatorio. sobre fraccoes e diga como pode proceder
para dispor fraecdes por ordem crescente; dé um exemplo.
b) Sendo p e ¢ numeros inteiros positivos reduza a uma

1

igualdade entre numeros inteiros a igualdade: z,-::1‘,— ],,,‘,_1_
q \

L s i :

s

(q—l) p=q!{lalg—1)-

+-+q+41.

Multiplicando ambos os membros por q!:

2l +[q(@—1)(g—2) 3] 4

311 — @) Defina lugar geométrico; dé exemplos. Uma
superficie cilindrica circular recta pode ser considerada como
um lugar de pontos e como um lugar de rectas? Quais e
porqué? &) Determine o volume dum cilindro circular recto,
conhecida a 4rea lateral do cone circular recto da mesma base
e mesma altura e a area da seccdo determinada no cilindro
por um plano passando pelo eixo. Representemos por h e
por t, respectivamente os miimeros que medem a altura ¢ o raio
da base do cilindro, e por g o mimero que mede @ geratris do

cone cuja drea lateral é s = rwrg=rr \/r~—}— h2. Como a drea

da seccdo ¢ sy=2trh, tem-se h= -»2-— e = 2 l//l:r”' st
7 .
wrm— )
donde hr —=2 ¢ v — —— ;/451 — six? ¢, portanto, V=r=r1r*h =
2 ‘/?:
o
L0 ‘1“ v4st — =’s3.

312 — De um triangulo rectangulo conhece-se a altura ea
mediana correspondente a um dos angulos agudos. Calcular
os segmentos determinados na hipotenusa pela altura. Sejam
h ¢ m, respectivamente a altura e mediana dadas, x e 'y o0s
segmentos determinados na hipotenusa pela altura. Tem-se:

h?=xy ‘
A e N2  donde i 2X ¢
j m2= i = (x - ;) (2x+y)?=4m? — h? 2
calcular-se-@o como raises da equagdo z2— {/4m?>—h? z-}-2h?2=0.

(Supde-se que o segmento a que se refere x é o que contém
como estremidade o vértice do angulo agudo).

313 — Dada a equagdo &2+ px-{-g=0, deraizesaef,
formar a equacdo em y cujas raizes sdo. ¥y = a.~,y2-»-- g2,
€ uma nova equacdo em & tendo por raizes & -—=3y,-|}-2y,
e 5y =—=3yy-+29;. Determinar p e ¢ de modo que esta equa-

cdo em g tenha raizes iguais. A4 primeiva equacdo a formar
gisyeak ("q S G R e Y Y2 = 24 =
= (24 B2 — uy'ﬂ =p*—2q ¢ que yiys=ofR=(af)>=q?.

A segunda equacdo a formar ¢
16 (pt—2qR =0, visto que z-+2,—5(ys + ¥2) = 5(p*—2q)
e que 2,7y =6(yi+y3)+13y, y, = 6 (p*-2¢*) +q*>. Ser z,=z,
é equivalente a ser y,=Yy,, istoé, p?(p®—4q)= pPeq
devem satisfaser, pois, a uma pelo menos das condicies p=0
p?=14q.

25 (p = 2q)z -+ @t

Iv

314 — a) Defina equacgdo biquadrada e diga como se efec-
tua a sua resolucdo. &) Dada a equacdo ax'+ a2+ a=0
prove, sem a resolver, que o produto das duas raizes ¢é igual
a 1; calcule em funcido de @ e b a soma das quartas poténcias
das raizes. Como o produto das raises é igual ao cociente do
termo independente pelo coeficiente do 1.0 teymo Serd XXy %55 =

a

cai =1, Como se sabe é X — — X3 e Xy=—7X; donde

. 9 Dl b 9 9
serd x,-—{—x._—,::——-a ¢ como XiXe—1 vem X{Xy="F1 e
b+2a

destas duas ultimas igualdades se tiva x(--x,=++ \/_
1]
2

Poy outyo lado é (x| xp)* = x{} ‘r x4 - 4% X, (x3 -F x3) -} 6x3x3
BlEaaN

ou seja xt+x4§=

— — 6 finalmente ¢ xi-lrx} -+

2(—b +2a)’ 8- Ees

a2

i xi=2(xi4xh = -

315 — a) Utilizando as formulas que relacionam os ele-
mentos dum triangulo rectangulo, calcule a area dum triangulo
is6sceles conhecendo um angulo adjacente & base e um lado.
Sejam Beb o angulo e o lado. Se for h a altura é h =bsenB
¢ a base a=2bcosB ' logo a drea S —=Db?senBcosB.

b) Sendo « :g, B e vy os angulos de um triangulo rectan-

gulo, exprima sen (- 3-—7y) em funcdo de seny e cosy.

Serd sen (a—B— ) == cos (3 — y) == cos (; — 2«‘-> =sen2y =

= 2seny cosy.

316 — @) Defina angulo'ao centro e dngulo inscrito numa
circunferéncia; quais sao as suas medidas. &) E dado um
triangulo rectangulo em que um cateto € duplo do outro; divi-
de-se o cateto menor em trés partes iguais e pelos pontos da
divisdo tiram-se paralelas ao outro, determinando-se assim
um trapézio. Achar a razao das areas désse trapézio e do
triangulo dado. No triangulo dado podem considerar-se trés
triangulos homotéticos : o dado e os dois que tém por bases as
rectas paralelas ao cateto menor tivadas pelos pontos da divisdo
do outro cateto. Se designarmos por Ay, Ay e Ay as dreas, por
ordem de grandesa, dos trés triangulos, sendo Ay a do triangulo

dado, serd a drea do trapésio A = A,— Ay ¢ como

Aﬂl_ézﬁ_‘Ag_Az—A:y s A__A1 c S

—1“ = 47 = "—i-—*’ == '*'*'T“N-' € T = T e 3A = ‘L\[ .
9 9 3 '}
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317 — Dados A4, = % (Qitele g Ve X B = }; (a" — a)
A A g S s B

in

verificar que 4,,.,

1 1
An A, + BB = — (@t da) (a"+ a7 (@ —a ) X

1 g 9
X (@ —a) = AL—B—

&

(am +n hiH a—_'m*::) 2 Am o e
1l 1 i G
e % (aam d-a=m L9y > (@ a2 9)—1,

318 — £ dada uma esfera de centro O e raio », e um cone
inscrito, circular recto, de altura /. Calcular o volume e a area
lateral S do cone em funcdo de » e /. Achar entre V e S uma
relacdo independente de /%. Se considerarmos o triangulo
réctangulo em que um cateto ¢ o raio da base R do cone, @
hipotenusa o raio da esfera, ¢ o outro cateto o segmento da
altura h do cone compreendida entre o centro da esfera ¢ a

base do cone tem-se R —=\/12—(h—r)? e se for G a Geratris
do cone serd G— |/h?-- R2—/2hr
L h (R hd) o S B BRr he e

¢

como se vé facilmente.

Dagqui se tira que V —=

(S}

< V/2hr. Eliminando h entre as duas equagies anteriores,
7 S2 6=r
oblém-se = oy

1 Se=—"117 T Vi

v

319 — @) Em que consiste a formula de Newton ? Diga
qual € a lei de formacao dos coeficientes e que propriedades

conhece déles. b) Desenvolva (2« ‘/x—i—gi‘/ﬂ)' e ordene o
desenvolvimento segundo as poténcias crescentes de x. Clas-

sifique a funcdo obtida. (2xy/x-+ 3 y/xy)" = 81x2y2 4 216x3y /'y -+
+ 216xby + 965 {/y-16x¢ . A funcdo algébrica, obtida, é irra-
cional.

320 — a) Defina proporcionalidade directa e inversa e
classifique a natureza da proporcionalidade nos casos seguin-
tes: as duas dimensdes de rectangulos da mesma area; as
areas de circulos de raios diferentes. &) Calcule dois nime-
ros sabendo que o seu m.d.c. € 40 e 0o seu m. m.c. & 480.
Razoes teoricas. Seja a,b um par de mimeros nas condicoes
referidas. Serd a=40.p ¢ b=40.q com p e q primos

¥ a.b
entre si. E por outro lado, 480 — o donde p><q=12.
e e et {a’:4() fall =160
““nido, as duas solu¢ies sdo : )
A b'=480 © Yb'=120.

321 — @) Defina superficies de revolucdo e diga quais sdo
as mais importantes ; des¢reva-as. &) Determine a razio das
areas de dois poligonos semelhantes, conhecendo a soma e a
diferenca de dois lados homologos. Sejam 1 e 1! os dois lados
homologos de soma s e diferenca d, dadas: a razdo das dreas

141U =
¢ o quadrado da rasdo de semelhanca ~i», Ora {lTl' _(si
g b s
donde l:s_{l)_c_i S lhfat = d- A rasdo pedida e, pois,

EE

/

322 —Determine @, b e ¢ de modo que a funcao y = aa?--

+ by --c tome, para x igual a 1, 2 e 3 respectivamente os
J at+b+c=0

valores 0, 3, 20. Deve ser, simultaneamente, la+42b+c=35

: |92 +3b+c=20

sistema que tem a solucdo unica a-=7, b=—-—18, c=11.

323 — Calcule o volume e a area total do sélido gerado
pela rotacdo de um hexagono regular de lado @ em torno de
um eixo passando por um dos vértices perpendicularmente ao
raio que passa por ésse vértice. O volume e drea pedidos sio
respectivamente V —3y/3za? e S —=12za?.

VI

O numero VI estd resolvido no n.° 2 da «Gazeta», e com-
poe-se dos exercicios n.°s 128 a 132 inclusivé.

Instituto Superior Técnico
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324 — Resolver a equacdo sen?3x 4 sen? by =—1. Tere-
mos sen?3x--sen?(2.3x)=1 on sen?3x+4sen?3x(1—sen?3x)=1
o que dd a equacdo 4senidx —5Ssen?3x-4 =0 ou seja

sen 3x = - \/ é e : . Daqui resultam as seguintes solugoes :
T %

. 4k 1-1)=
para sen 3x =1 X = L,:(__}: i 4 para sen 3x = — 1
3
4k —1)= 'y 1 ke A
i : e IX=-"1-— vem- x=— -+ (=1):
X 5 ; para sendx == 5 VR 3 ( T
; 3 fi k= 05
¢ finalmente para sendx=— _ vem X=——+ (=1 8
) o

325 — Uma barra de prata com o toque (ou titulo) de

900 milésimos pesa 2.400 g. Pretende-se transformé-la numa

barra com 6.600 g de péso e 833 milésimos de toque, juntan-
do-lhe pedacos de outras duas barras misturadas nas propor-
c¢des de 1 para 2. ; Que relacdo deve haver entre os. toques
dessas duas barras? O péso das duas barras que hd que jun-
tar & barra dada ¢ 4.200 g ¢ portanto duma das barras 2.800 g
e da outra 1.400 g. Por outro lado o péso de prata fina da
2.8 liga é 2.400<0,900=2160 g ¢ da 2.2 ¢ 6.600>0,833-=5.497,8 g ;
haverd pois que juntar & primeira barra o péso 3331,8¢g, que
serd@o obtidos pela jungdo de 2.800x e 1400y se forem x e y o0s
toques das duas barras o que condus a relacdo 2.800x -|-
--1.400y = 5497,8.

326 — Dado um trapézio rectangulo de base @ com os
lados ndo paralelos respectivamente iguais a 2 e a 5 calcular
o volume e a area do solido que se obtém fazendo-o girar em
torno do lado oposto a base. O solido gerade é um cilindro
de raio da base 2 ¢ altura a, a que falta interiormente um cone
de raio de base 2 ¢ geratriz igual a 3. Entdo serd o volume

/3 —4

V=7:.22.a—'.,n‘_’?.\/32——4=4:<a > e a drea
9
!

S=x2a+4 5246 =2x (a4 5).
327 — Dada uma circunferéncia de raio R e uma corda,

determinar a posicao desta de forma que seja maxima a area
do triangulo que tem a corda por base e o centro da cir-

B
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cunferéncia por vértice. Calcular o wvalor mdximo da drea.

Designando por 20 0 angulo ao centro corvespondente a corda

R2senz cosa  R2sen 24
; Crusc

. tanto mdxima quando sen2q o for, isto ¢, quando 2q— 90°,

ou seja, quando a corda é o lado do quadrado inscrito. O valor

R2
ooty
4

5 S é por-

a drea é medida por S =

mdaximo ¢ entdo

Nota — Este problema pode resolver-se pelo método
indicado no primeiro artigo déste nimero.

II

X2 Ry 2

L e

2
Trata-se de uma hipérbole em que o semi-e¢ixo lransverso mede

328 — Represente graficamente a equacao

2 ¢ 0 ndo transverso \/ 2. Os eixos coordenados coincidem com
os da curva.

329 — Pretende-se encher uma bilha com 7 litros de capa-
cidade utilizando dois copos sempre cheios respectivamente
com 3 e 4 decilitros. Quantas vezes devemos vasar cada um
dos copos? Tem-se 3x--4y=="T0 designando por x e y o
niimero de veses que devemos vaszar cada um dos copos de 3 e 4
decilitros. Uma soluc@o inteira é evidentemente x —10 y =10
a soluc@o geral em miumeros inteivos é entdo x =10-F4u e
y=10 —3u em que u é um inteiro; e como s6 nos servem as
solucdes inteiras e positivas terd que ser u=— 3,42
+1,0,—1—2 que dd as solugbes : 22, 1; 18, 4; 14, 7; 10, 10;
6,133 2,16.

330 — Dadas 2 circunferéncias de raio R, passando cada
uma pelo centro da outra determinar a drea em que os dois
circulos se sobrepdem. 4 drea a calcular tem por medida o
débro do segmento cuja corda é o lado do triangulo equildtero ins-
m RS RE 5>:—.R2.4’T_3‘/3 '

B R 6

crito. Tem-se pois S = ‘2<

331 — E dada uma circunferéncia de raio R, e um trapé-
zio isosceles inscrito, Os lados iguais do trapézio tem o com-
prim\’ento R e um dos lados paralelos passa a distancia {;
do centro da circunferéncia. A que distancia do centro passa
o quarto lado do trapézio ? Seja x o lado que dista ? do cen-

tro; considerando o triangulo vectangulo em que wm cateto

R { X i R2

é % 0 outro 3 e a hipotenusa R, vem i v Rl £
% SE N9 : g e g

donde ?=—3—R. Se designarmos por y a distancia do

outro lado ao centro, a distancia entre 0s dois lados paralelos é
y —}—%; ¢ considerando o triangulo rectangulo em que a hipo-
tenusa é um dos lados ndo paralelos, iguais ao raio R, em que
wum dos catetos ¢ a distancia y—{—%; e o outro catefo a semi-

-diferenca dos 2 lados paralelos x e 2V Rz—y2 ogem

2 5% \ 2
<y—{- %) _}_<2 V;R_ vV R2 yz) —=R? equagdo que condus
___1'%;2_}/_"" R

& N =

HUMORISMO

1 can’t Happen Here — De uma farca-opereta com éste titulo
escrita pelo Prof. 4. Marie Whelan do-Hunter College da
cidade de New-York, e publicada no American Mathematical
Monthly, orgao da associacdo dos professores de matematica
dos U. S. A,, transcrevemos a seguinte cena do 1.0 aeto, - -

Cenario — Uma aula de matematica. Nofa — O professor
de matematica, passa do seu papel de professor ao de puro
matemdtico, conforme a oportunidade.

Prof.——Em face dos resultados do ultimo ponto escrito
resolvi fazer uma pequena revisao da algebra., Maria, va ao
quadro, se faz favor, e resolva a equagao a?2—2x=0.

Maria vai ao quadro e resolve a equacdo utilizando a
formula resolvente da equacdo do 2.0 grau.

Prof.— Porque ndo resolveu a equacdo pondo em evi-
déncia o factor comum «x ? Olhe, vou mostrar-lhe como se faz.

O Prof. vai ao quadyo e resolve a equagdo pelo méiodo
indicado: x(x—2)=0 donde x=0 ¢ x=2.

Maria — Mas a solucao é a mesma.

Prof.— Eu nao disse que o seu resultado estava errado.
Olhe ! Suponha que quere ir a um certo lugar da cidade e que
pode utilizar o eléctrico ou o metropolitano. Suponha agora
que tem de esperar meia hora pelo eléctrico e que pode par-
tir imediatamente no metropolitano. O que & que faz?

Maria — (inocente) — Espero pelo eléctrico. Ndo gosto de
andar de metropolitano. (gargalhada geral).

Prof.— (juntando-se a gargalhada) — Bem, a menina deu
cabo da minha argumentacdo. E a-proposito, isso explica por-
que é que a menina chega sempre tarde. Agora vem a Ana
ao quadro resolver a seguinte equacao: x2—2x=2=0.

Ana escreve mno quadro o seguinte: X2 —2Xx =2;
X (x—2)=2; donde x=2 ¢ x—2=2 ou x=4.

Prof. (sarcdstico) — Parece-me que a menina nunca ouviu
falar na férmula resolvente da equacao do 2° grau ?

Ana — Conheco-a, sim; senhor prof. (escreve a formula
recitando-a como um papagaio). Esta certa, nao € verdade ?

Prof.— Sim minha menina. Eu sempre gostava de saber
porque a nao usou ?

Ana — Pensei que o senhor professor, ndao gostasse. Por
isso resolvi a equacio pelo método que usou ha pouco.
(Aponta o problema anterior cuja resolucdo se encontra ainda
no quadro;. Foi s6 para lhe ser agradavel.

PROBLEMAS PROPOSTOS

332 — Demonstrar a identidade:
nCr_i_ 2”Cr—1 _I_ n e n+2 Cr %

333 — Se um triangulo B=18> e (C=36° entio €&
a b= R sendo R o raio do circulo circunscrito ao triangulo.



