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114 — a) Um professor tem, para distribuir como prémio,
25 livros por 3 alunos. Para atender ao seu saber e compor-
tamento tera de dar ao melhor mais trés que ao segundo e a
éste mais dois que ao terceiro. ¢ Quantos livros dara a cada
aluno? R: Se x *‘eﬁresenm o mitmero de livros que o ferceiro
aluno receberd é x -} (x -+ 2)4(x-+2-3) =25, donde x =6,
O terceivo aluno recebera seis lzvros, o segundo oito ¢ o pri-
metro onsze. 0) O nimero de permutagoes de # objectos dis-
tintos € p/ vezes o nimero de combina¢des dos mesmos 7
objectos 3 a 3, ; Quantos objectos sdao? R: O problema tra-
nl=wvpl— 2 L
B 31 (n %)'
ler-se simultaneamente, n!>p!, isto ¢, n>p ¢ pl=(n—3)!6,
Seja n=p--i com i inteiro; é (n —i)!l = (n —3)!6 ¢, por-
tanio =012 Para 1=0, T'=p =38 fara i—% in—4
6. PpE=184 Para. 1=25 N = e p— ¢) Na equacdo
202 — (2m 1) v+ m? —9m -39 =0 ¢ que valor é preciso
dar a m para que a equacdo tenha uma raiz dupla da outra?
R: Designemos por o e 2u as raizes da equacdo. Teremos
_2m+1 m? —9m-+39

dus-se analiticamente por Deve, pois,

Sa—= BTt e ~y
2 1NZ 2_9m+39 3 ; ouiL £
donde : < m(5+ > S in s y isto é, m2—1Tm+70=0
) 4><70 =
¢, portanto, m=-——— Sy me—10 Ty = g

115 — @) Calcular pelos logaritmos a area do trapézio de
que se conhecem os dois lados paralelos, uma diagonal e o
angulo que ela forma com o maior dos dois lados conhecidos :
a=30";. b=45"; D=40" e a=25°35'43!", R : Designemos
por h a altura ¢ por A a drea do trapésio. Tem-se h—=D sena

(a+b)Dsena

T At 75><20>< sen 25° 35' 43! metros quadra-

)
dos. Ora log A = log 1500+ log sen 25° 35 43 '=3, 1760913 4
1, 63549522, 8115865 donde A =0618"0171,

ghes chto 3 cotg o —3 cotg s
A, = —

b) Demonstrar
Y Bat-auar U
sen (2a4+2)
c0s2s.. coso—sen2zsens  (cos’s—sen’s)coss—2sen’.cosq
T Sen 22 coS 2 5enxcos 2y 25enxcos s --sens(Coss—sens)
_cos’a —3sen’cosa  cotg’a — 3cotga
“ 3senscos’s — sen’s  Bcotgia — 1

3 cotg?a — 1

116 — Determinar pelo método dos lugares geométricos
os pontos duma circunferéncia dada dos quais se pode yer
um segmento A48 sob um angulo dado. Discutir as solucdes
propostas. R: Os pontos procurados sdo, quando existirem,
obtidos pela intersec¢do.da civcunferéncia dada com qualquer
dos dois segmentos capases do angulo dado. A discussdo far-
-se-d por exame das posicoes relativas do segmento ¢ da -cir-
cunferéncia ¢ comparac¢do das grandesas do raio desta, do com-

primento de AB ¢ do angulo.

117 — A soma de dois nameros € 960. O cociente do me-
nor miltiplo comum pelo maximo divisor comum € 63, ¢ Quais

sdo os nameros? R: Sejam a ¢ b os dois mimeros, ¢ d o seu
mdaximo divisor comum. £ a—d><p e b—=d><q, com p e q pri-

. , - . a . o~
mos entre si. O menoy miiltiplo comum ¢ T e as condi¢oes

b
do problema exprimem-se pelas igualdades %? =pas=bs e

d(p+q)=960. Como 63=32<T7, o nimero de divisores de 63
€ 6. Os pares de divisores que nos interessam, sdo, so, dois
(1,63) e (7,9), visto que o terceiro (3, 21) é constituido por
nimeros que ndo sdo, entre si, primos. d obter-se-d dividindo
960 por 64=1+63, num caso, ¢ por 16=7+9, no outro. E os
niimeros sdo, ou H40 e 420, ou 15 ¢ 945,

1T

118 — a) ( Qual é o ntumero com 3 algarismos cujo pri-
meiro algarismo é duas vezes o segundo mais 2 e o segundo
€ o terceiro deminuido de 3, sabendo que a soma dos trés al-
garismos € 9? 0) ¢ Qual é o valor da razio entre os coefi-
cientes dos terceiros termos dos desenvolvimentos dos biné6-
mios (1 + @)’ e (1 —a)® e o valor dasuasoma? ¢)Procurar
os valores de x que satisfazem a desigualdade

s SRS el

X—a

1 > 9 92
x¥4+a x*—a?

119 - @) Calcular pelos logaritmos a area do parale-
logramo definido pelos dois lados e o angulo agudo, respecti-
mente: ¢ =730, 6=12m25 e «=61°27/33". §) Demons-
trar que 4sen’o-==-—sen3z-|-3sena.

120 — Tracar por método geométrico um triangulo ins-
crito numa circunferéncia dada, semelhante a um triangulo
dado.

121 — Mostrar que dois nameros divididos pela sua dife-
renca dao restos iguais.

Licenciaturas em ciéncias fisico-quimicas e em ciéncias
matematicas, cursos preparatérios das escoias mili-
tares e curso de engenheiro gedgrafo

I

122 —a) Determine os valores de & que tornam negativa
a fraccdo ’——., B g RE:
i Wer— Nt 6"
deve ter a para que o valor de & deduzido da equacdo
(@>—1)x=a-}-1 sejaindeterminado? R:a=—1. ¢) Su-
pondo que na equagdo ax-+-by=c, @, b e ¢ sao primos
entre si, indique: 1.2 ; Qual é a condigdo para que a equagao
admita solucdes inteiras? 2.° ; Quais sdo as condigées para
que a equacao adm1ta uma infinidade de solucées inteiras e

positivas ?

123 — @) Dados os catetos & = 829m7 e ¢=655m,6 dum
triangulo rectangulo, calcule, por logaritmos, o valor do an-
gulo B que se opde ao lado &. &) Calcule, sem recorrer as

2<x<3. b ¢(Que valor

™

~) e 'y =sen900°,

tabuas, os valores de 3

x::tg(-—
\

/
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y=0. ¢ Deduza das igualdades:

cos a :
cotg @ =—— a igualdade:

!
e coseca=
sen @ sen a

cosec?a —cot?a=1.

124 — a) Demonstre que unindo 2 a 2 os meios dos lados
consecutivos dum quadrilatero qualquer se obtém um para-
lelogramo. b; ¢ Como determina os restos que se obtém na
divisio dum namero por 100, por 3 e por 4? Aplique os teo-
remas enunciados ao calculo dos restos das divisoes de
432965432 pelos numeros referidos.

1I

i ] X
piat . P
125 — @) Desenvolva <‘_’V.x - 7_) e simplifique os
o
termos do desenvolvimento. &) Enuncie os teoremas que
permitem determinar o sinal do trinémio do 2° grau ax® -
- px-l-¢c para os diferentes valores de «. ¢) Resolva a
equacio a'—8a?--16=0.
126 — @) Dados a hipotenusa @ —839m2 e o angulo
B = 40" 27' 32/! (que se opde ao cateto ) dum triangulo rec-
tangulo, calcule por logaritmos o comprimento do outro
cateto ¢. ) Calcule, sem recorrer as tabuas de logaritmos,

\

os valores de x =sen405°, y-=1tg (— z ) ¢) Represente

graficamente a fungdo y ==cos2v, dando a «x os valores
&= 00, 457, 90°, 135" e 180°.

127 — @) Demonstre que a mediana dum triangulo rec-
tangulo que divide ao meio a hipotenusa tem por compri-
mento metade do comprimento da hipotenusa. §) Considere
o0s trés nameros inteiros e consecutivos #, n--1 e n--2.
¢ Quantos podem ser divisiveis por dois? ¢ Podera acontecer
que nenhum seja divisivel por 3? ¢ Se » for par havera entre
os trés nimeros algum que seja divisivel por4? ¢ (_;ual déles
sera ? Justifique as respostas.

Instituto Superior de Ciéncias Econdmicas e Financeiras

128 — @) Defina poténcia de expoente inteiro e positivo ;

diga que generalizacGes conhece da definicdo de poténcia e

quais os motivos que levaram a dar essas defini¢oes. &) Sim-
1

plifique e reduza a radicais a fungdo % ==

Classifique a funcdo s obtida e a funcdo #=3".
3

S, P S
N Eeg
X ey, ud fungdo racional dex ey .

z é funcdo irracional das duas varidveis

129 — @) Defina as funcdes inversas de seno, coseno e tan-
gente e escreva a €xXpressdo geral dos arcos cuja tangente

™

7 rad. &) Determine os angu-

los internos dum trapézio isésceles conhecendo a sua altura e

¢ —1. R arc.tg(—1)=kr—

a diferenca das bases. R: .a=arctg ?g (h altyra e d dife-

renca das bases), p=x=—o.

130 @) Defina angulo poliedro e poliedro regular. ¢ Quan-
tos poliedros regulares convexos existem iguais ? Désses po--
liedros ha algum que seja uma piramide? e um prisma ?
¢ Qual é a razdo pela qual nao existe nenhum poliedro regu-
lar convexo cujas faces tenham mais de cinco lados ? ) Dada
uma circunferéncia (C) e um ponto interior / ndo coincidente
com o centro, determine o lugar geométrico dos meios das
cordas que passam por M . ¢ E se o ponto M estiver sobre a
circunferéncia ? R: O logar geométrico é a circunferéncia
de diametro CM (C designa o centro de (C)).

131 — Faz-se girar um triangulo rectangulo em torno da
sua hipotenusa ; seja ¥ o volume do sélido gerado. Faz-se em
seguida girar em torno de cada um dos seus catetos; sejam
v e o' os volumes dos sélidos obtidos ; verificar que

e i il s

Uppak iR e SRS
R: Sejam a a hipotenusa, b e ¢ os catetos, e V o volunie do
sélido gerado pela rotacdo do triangulo em térno do cateto c.
§ 2 of 4
e .1, na<b§c~> iy xhe¥ vi=—meb? i For

Tem-se :
3 3 3
; i

__;+v,,_,-, notando que ¢

g & el
substituicdo na expressao i =g

a?—b2-tc?, esta verifica-se.

132 — Calcular as arestas dum paralelipipedo rectangulo
sabendo que as suas medidas estdo em progressao aritmética
e conhecendo, além disso, a 4rea total e a diagonal do para-
lelipipedo. R: Sejam xX—r, X ¢ X+I as medidas das ares-

tas do paralelipipedo. As equacies do problema sdo :
d2=(x —1)*+x>+(x+1r)
A =2x (x—T)+2% (X+1)+2(x—1) (X+r)

Resolvendo éste sistema e atendendo a que é x>0, acham-se
AT o7 Vi
Vd3+A ¢ 1—|—\/2i(_£ Para que o
o )

as solucoes X =—

3
paralelipipedo exista ¢ necessdrio e suficiente que A <2d®. Se
A —92d? frata-se dum cubo. Note-se que os dois valoves de x con-
dusem ao mesmo paralelipipedo.

ALGEBRA SUPERIOR E MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. (2.° exame de fregiiéncia 1938-39)

I
133 — @) Defina eliminante e resultante dum sistema de

equacdes algébricas. &) Defina coordenadas cilindricas e
deduza as expressdes que as relacionam com as coordenadas
dum sistema cartesiano ortogonal no caso em que coincidem
os elementos de referéncia comuns aos dois sistemas. ¢) In-
dique quais os lugares geométricos que, em geometria anali-

tica no espaco, sdo definidos por cada uma das equacdes
o —y=0; 2?1-2y?—y+4a==0. d) Escreva na forma
reduzida e na forma normal a equacdo duma recta no plano e
indique o significado geométrico das constantes que entram
nessas equacdes, no caso dos eixos cartesianos serem
obliquos. ¢) Defina poténcia dum ponto em relagdo a uma

circunferéncia e indique como procede & sua determinacdo
no caso das coordenadas cartesianas ortogonais,
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6
134 — Resolva a equacdo: 5 e S P fw=s—T1
104% — 274 — 120x* - 12022 |- 274 —10 = 0. fy-#w 44 o= Sl s A
1 1 . 24 2 |2 =y Al s 7 £
Rl x e p g e g e O, X = R: 4y 28 4 16x—4y+ 10

=

D TR

135 — Deduza a equacdo da circunferéncia com centro no

eixo dos YY e tangente & recta y —3x-{-5=0 no ponto
P21). R:3x+y)—10y—5=0.

136 — Determine a distancia do ponto P ao plano =:

y 5—2

P é o traco darecta v —2= B no plano bissec-
—ral), [3

tor do diedro XOYZ; = ¢ um dos planos que passam pelo
eixo OZ e fazem um angulo de 60° com o eixo OY. R: Hd
dois planos que passam por OZ e determinam com o Ssemi-eixo
OY wum angulo de 60°. As distincias de P a ésses planos sao

iguais a {/3.
Qutros exercicios

137 — Resolva, pelo método dos divisores, a equacdo
43842 —8x—15=0.

Z 1
R, Oy K o TR

&

b — 3t 1443

R =l X=2 1, M x =21
138 — Deduza a equacdo da circunferéncia que passa
pelo ponto P(0,1) e forma com a circunferéncia x* |- P —4dx
49y --3=0 um sistema que tem por eixo radical a recta
x—29—1=0. R:3x+y)+x4+y—4=0

139 — Deduza a equagdo do plano que passa por #, e €
paralelo a 7,; #, passa por P (1,1, 2) e & perpendicular
ao plano bissector do diedro XOZY; 7, passa por Py(2, -1, 3)
eP,(1,0,1).. R: x-}y==0,

140 —Determine os limites das raizes da equagao
9% — 8at - 22— Hx —8 =0 usando os métodos de Bret e
Newton.

141 — Deduza a equacdo duma recta que passe pelo cen-
tro da circunferéncia "a?--3*>—3x -6y 4 7=0 e faca um
angulo de 45° com a tangente a esta circunferéncia no ponto
P(2,—1). R:10y—6x-4-39=0 ¢ 6y +10x+3=0.

142 — Determine a distancia entre as rectas 7, e 75!
7, passa por P,(1,--1,2) e é paralela aos planos 2x —5y |-

+45—3=0 e xv—2y—385-1=0; 7, passa pelo centro da
esfera a?-}-92-1-5?-}-4y —16=0 e pelo ponto P(6, 2, 2).
R el

/390

143 — Determine » de forma que o sistema & —3y |-
4-21-2=0, 2wty —28—2t=0, —x-9435+2/=0 e
2
X9 - W= s v
i 23
144 — Deduza a equagdo da bissectriz do angulo formado
pelas rectas 7, e r,: #, passa pelo centro da circunferéncia
a?-l-y*—4dx—6y—13=0 e pelo ponto P(3,—2); r, € a
mediana relativa ao vértice A(2, 1) do triangulo cujos outros
vértices sio B(3,—2) e C(—1, 2).
R: 6F v13)x-+-(1+ y13)y — (183 F v13) =0.
145 — Deduza a equacdo da esfera cujo centro é o ponto

de encontro das rectas 7, € 7, € que é cortada pelo plano dos
XZ segundo uma circunferéncia de raio R =5

— () admita solucdes ndo nulas. R: i=

I. S. T. (Mar.

I. S. C. E. F. (3.2 exame de freq., 20-6-1939)

146 — Calcular trés termos do desenvolvimento, em série

de poténcias da funca bl
0 i 5 ) = ——— .

e poténcias da fungdo 3 —

S e

G e -V}—fg —l—.é.ix .+....

147 — Dada a equagdo &*— 4a* |- 64 -}-2 =0 determine
5 de modo que uma das raizes seja igual ao produto das outras
duas. Resolva, nessa hipotese, a equacao. R: Hd dois valo-

o R
res de 1 n—=—9 a que correspondem as raises 2‘/—~,
1-5A1 - :
»4—2-‘/——— ¢ 3, ¢ »——4,a que correspondem as raizes 141,
1=i, e 2.

148 — E dada em eixos comdenado: rectangulares a

e
recta ) —— - y=13 conduzir pelo ponto (0,2) uma recta
—2

! tal que o triangulo formado pelas rectas 7/, #' e pelo eixo
das abscissas tenha uma area dada . Discussdo. Examinar,
em particular, os casos m =1 e m=2. R: A4 equacio de

[y Sy

e e —1, onde o é uma das raises de o*+(4—-m)at
7. &

+4(1—m)=0, que tradus ser m a drea do triangulo em ques-
tdo. O problema é sempre possivel (m >0) com duas solucoes
distintas (excepto no caso m=0, que ndo interessa). Uma das
solugoes para m=1 ¢ o cixo das ordenadas. Para m=2 as

14 /5.

rectas solucoes corrvespondem aos valores 2=

3.0 exame de freq. extraordinario, 28-6-1939

149 — Duma funcdo ¥ (x) conhecem-se os seguintes va-

lores :

x)y —2, —1, 0, 1, 2

») 21, 3, SRS R
Calcular a funcdo interpoladora P (x) e fazer a sua represen-
tacdo geométrica. :

150 —Dadas asrectas ) v —y +-2=0e ) v}y —4=0
tirar pelo seu ponto de encontro uma recta tal que o quadri-
latero determinado pelos dois eixos coordenados e pelas
rectas » e 7' fique por ela dividido em duas figuras de area
igual.

151 — Resolver a equagdo

2%t 84" 222 — 11w —21 =0.

Grerals — 2.° Exame de freg.,
I
152 —a) Demonstrar que o determinante

1938-39)

A Sl R ) ax=2 wrlaty
kg a R
xn —-2() 1 ax'— 4 ax’ -3 | s
: é igual a (x —a)".
[ e s e SRR S VR x s e ORIV A
| = 0B 1T A g
| 1 0 et dal 1

R: Representemos por D, o determinante dado. Para p—=1
é, evidentemente, D;=x—a .
Adoptemos na demonstragdo proposta o método de indugdo




GAZETA DE MATEMATICA

completa, admitindo assim a hipotesede queé D, —(x—a)' ~'
Desenvolvendo D, segundo os elementos da segunda coluna,
tem-se: D,——aD,_;+xD,_,=(x—a)D,_,=(x—a)", c.q.p:

153—Dada, no plano a0 v, acénica ay-+2x—5y =0 es-
tuda-la, fazendo o seu tracado aproximado, e achando as suas
equacoes referidas aos eixos e as assintotas. R: 4 conica é
uma hipérbole cquildtera. A equacdo wreferida aos eixos ¢
N Y2

AT —1 e a equa¢do referida as assintotas ¢ XY—=—10,

154 —Determinar a recta simétricadarecta ¥ —2 =y =z
em relacdo ao plano 3x-}-y—s5=35.
: Sxy 3y+1 )24 1
e
Outros exercicios

155 — Discutir e resolver o sistema
(@-+0b)x —] (@a—0b)y =a*-b*
| (a--b)x a—-—b)v_a-—b'
Interpretar em geometria analitica no espaco.

ANALISE

F. C. L. (Junho de 1939)

160 — a) Linhas continuas e rectificaveis: Definicdo e
suas propriedades. §) Envolvente duma familia de superfi-
cies: Definicao, equacdo e propriedades; caracteristicas e
aresta de reversdo. ¢) Superficies regradas: Sua equacdo
vectorial ; definicdo: e equacdo vectorial da linha de estriccdo
das superficies enviezadas. d) Contacto de duas curvas tor-
sas: Nefinicdo e condi¢des analiticas do contacto de ordem 7.
¢) Integrais definidos: Definicdo e propriedades gerais.

161 - — Determine os maximos e minimos da funcao
=32 dxy | 3.

| =

2 4
R L & 5 y= &3 corvesponde um minimo z-——

¢

Lo
~1

162 — Determine as assintotas da curva
22 (x —y)*— a‘~’r (242 =0
R: X=a, X=—a, Y=X+a}/2, e Y=X-a 2, -

163 - Calcule
_l—seny .
cos ¥ -|-sen ¥ %

Qutros exercicios

164 — Dada a equacdo
1_——x~ a*y L sy i
i ds’ B o

substitua a variavel independente x por outra 7 ligada com

esta pela relacdo &= ¢/1—#£ .

165 — Determine os pontos de inflexdo da curva

2 _!_ 3(!‘!
e as tangentes nesses pontos.
166 — Calcule
e

156 — Dadas no plano x0y, as duas rectas
mx--@m —1)y4+3=0 e (@4m—Tx—(m-+2)y -8=0
determinar 7 de modo que sejam 1,°) perpendiculares, 2,°) pa-
ralelas. Determinar no 1.° caso o ponto de encontro, no 2.°
caso a sua distancia.

157 — Verificar que os planos perpendiculares aos meios
dos lados dum quadrilatero 4 BCD sao concorrentes num ponto.
¢ Qual é a posicdc désse ponto se o quadrilatero € plano ?

158 — Um triangulo variavel tem vértices fixos nos pontos
A(2,0) e B(04) deslocando-se o terceiro vértice C na recta
x -y =9. Achar o lugar geométrico do baricentro do trian-
gulo.

159 — Determinar a condi¢do a que deve satisfazer » para
que a circunferéncia representada pelas equagdes
22192182 =R e v} y-}-e=) sejareal. Determinar, nesta
hipétese, o centro e o raio dessa circunferéncia.

INFINITESIMAL

I. 8. C. E. F. (2.° exame de freq., 21-4-1939)

dxdy

167 — Calcular o integral PR de RS sendo 4
1 ST

b?

a 4area limitada pelos eixos coordenados e pela elipse

X 2 2
— }b% =1 no quadrante positivo dos eixos. K:

mtegml dado. A func@o integranda ¢ infinita sobre parte do

contérno de A. E fdcil porém provar a convergéncia de 1,

Seja I o

=aX
Facamos % % :Y' A transforma-se em A', dominio
y=
limitado pelos eixos coordenados e por X*+-Y*—=1. Atendendo

0 't abdXdY
(X’y):—-ab, vem 1= / z

1Y _ ([ abededs
3(X,Y) Jd VI=X—V // Vi

introdusindo coordenadas polares E pois

[—ab do R
J /o \/1_‘"

integral éste, evidentemenle convergente. Efectuando o cdlculo

a que é

1
obtem-se 11— 5 wab.
168 — Determine os pontos de inflexao da curva
xy —=2a V/2ax — a2,
169 — O integral
oo

1 -3
f [v (sl ,V._»)”u'] i sera convergente ?
£ IR o %
1

I. S. T. (2.° exame de fregiiéncia 1938-39)

1
a’ra’y

——— esten=
= -_-__ 1,'2)*.!

170 - Calcular o integral duplo / =

dido ao interior da parabola y?= 2px .
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171 — Integrar a equacéo
xdx+tydy | ydx——xdy__o
TEetr #iy :

172 — Determinar os pontos singulares da curva
P2=22yt+at—x"=0,.

173 — Integrar a equacdo ' — y' = (¥*—1)¢".

II

174 — Sendo ¢ o raio de curvatura num ponto P qualquer,

e n= P4 o segmento de normal compreendido entre o
ponto P e o eixo dos xx, determinar, entre as curvas planas

ANALISE

F. C. C. (exame de freq., Junho de 1939)

178 — Provar que a equacdo «2y' f-4dxy f2y=X
admite um integral regular na origem x =0 desde que X
seja também regular neste ponto.

179 — Provar (sem recorrer ao teorema analogo de Le-
besgue) que toda a fungdo integravel R satisfaz a condicdo

tim [ 1f () — f () | dw =0,
F. C. L. (2.° exame de freq. em 1939)

180 — a) Equacdes diferenciais totais a trés varidveis:
Pdx--Qdy-|-Rds=0. Definicdo da sua integracdo e condigdo
para que uma equacao déste tipo seja diferencial total. 5) Equa-
cdes ndo lineares as derivadas parciais de primeira ordem:
generalidades ; definicdo de integral completo. ¢) Equagdes
as derivadas parciais de segunda ordem: definicdo de inte-
gral intermédio. @/ Equacdo diferencial linear de ordem 7:
equacoes adjuntas e auto-adjuntas. Térmo geral da equagao
auto-adjunta de segunda ordem. ¢) Definicdo e classificagao
das equacoes integrais. Transformac¢do da equacio de Vol-
terra da primeira espécie numa da segunda espécie, quando
o niicleo se ndo anula para valores iguais das variaveis.

integrais de equacdo ¢=2n, aquela que tem ordenada mi-

/

1
nima no ponto (1 ) ?> . (Eixos rectangulares).

175 — Integrar a equacgao
2 v 7 A ai\2
op BV 9,90 Q) +42=0
ar dt dt
efectuando a transformacgdo « = #*.
176 — Calcular o volume do sé6lido comum aos dois para-
2 x'l y-_'
— = =22—%9).
T e
177 — Determinar @ de modo tal que a superficie &= a* |-
4-4%-]-axy seja planificavel. Escrever a equacdo do plano
tangente na origem dos eixos coordenados.

boloides

S RPiER QR

181 — Aplicar o teorema dos residuos ao cilculo do inte-
+ o0

il ' X2dx ;
s /(x"—{—?)‘-’(.«:‘z—x—[—l) :
S
182 — Determinar o integral geral da equagao 4’ — ¥ —
— xy?+xy' =0 de que & integral particular y = — 2x.
183 — Determinar o sistema de integrais gerais do sistema
| 2235 20 :
;1—x:—ry—;)3=sen2.x
| @ 8y a=0
Qutros exercicios
184 — Calcul 148 i
— Lalcular e hend el = yrod
/ Vie—2F1(s+1) (g —1)2

185 — Determinar o integral geral da equacao
xy Y — 292 —2y y' -2y =0.
186 — Determinar o integral geral da equacdo
y(e—y)dvt-xs(v+1)dy —xy (v - 1) dz

i

GEOMETRIA SUPERIOR

F. C. C. (exame de freq., Junho de {939)

187 — Supondo a';, = %a;, com » constante, exprimir a
curvatura de f'=a';, dx,dx, em funcio da curvatura de
f=a;dx;dx, .

188 — Seja V7, a variedade linear bidimensional cons-
truida sobre as direccées concorrentes £ e #, € seja L uma
direccdo arbitraria de ,. Provar que a relacdo sen (%)=
= cos ({x) implica cos (£7)=0.

F. C. L. (exame de freq. em 1939)

189 — @) Invariantes e parametros diferenciais. Covarian-
tes. Primeiro parametro diferencial e parametro diferencial
mixto. &) Equivaléncia de duas formas diferenciais quadra-
ticas. Definicao. Condicdes de integrabilidade do sistema de
equacdes de Christoffel. ¢) Métrica angular sobre uma super-
ficie. Involucdo circular de elementos lineares. @) Sistemas
de coordenadas curvilineas isotérmicas; parametros isomé-
tricos. :

190 — Determinar o parimetro » de modo que a forma
f=2xf+ys |- a?-|- y* — 23t seja degenerada; para o valor
positivo de » formar uma sua cadeia de menores principais e
concluir a partiv dela quais os niimeros caracteristicos da
forma. :

191 — Dada a forma o = & dvdy — ds® — xydvds -
53

Z

-l sdx* — ydyds calcular o simbolo

<2
3]

Outros exercicios -
192 — Determinar os parametros #,#n,p de modo que
X=mx—-+ ny

1  seja ortogonal. Indicar o nti-

a substituicao ;
3 Y = {)x e *g}l

mero de solucdes do problema e fazer a associacdo dos valores
correspondentes.

193 — Transtormar a forma f = y*da*-|- ydxdy —dy* me-
diante a substituicdo v =X Y,y = eX=Y e verificar a
relacdo entre as fungdbes A;, e A', para os valores i =k =1,




GAZETA DE MATEMATICA

COMPLEMENTOS DE ALGEBRA E DE GEOMETRIA ANALITICA

F. C. C. (exame de freq., Junho de 1939)
194 — Achar a composicdo de
f@=(—r)(e—r) - (s—~r,)

e do seu grupo G de Galois na hipétese de existir uma funcao
circulante para 7,7, .- 7,.

195 — Tendo-se {(B)=0 e B=y(x) com ¢ e 7 no
corpo C, tdda a equacdo que o verifique neste corpo & de
grau pelo menos igual ao grau de ¢ . (Supde-se ¢ irredutivel).

F. C. L. (exame de freq., Junho de 1939)

196 — Defina : 1) Substituicdo linear ortogonal e enuncie
as principais propriedades das substituicées déste tipo.
2) Polos duma substitui¢do linear. 3) Matriz de Hermite.
Propriedades. 4) Covariante e invariante duma forma algé-
brica. Exemplos. 5) Indice dum sub-grupo num grupo dado
de substitui¢des. 6) Isomorfismo holoédrico e meriédrico
entre dois grupos de substituicdes.

o

197 — Mostre que o conjunto das quatro matrizes

1EE5R L] O

D NSRS

’, [ 15
1) G Ll

|
! !
0 !
forma um grupo, adoptando como lei de composi¢do o pro-
duto de matrizes.

198 — Determine a equacdo da hipérbole que tem por
assintotas as rectas de equacées ¥ —ax —1—=0 e x=0 e
passa pelo ponto P ( —2)0).

Qutros exercicios

199 — Determine a equacdo da hipérbole equilatera que
Vv

x
passa pela origem, tem por assintota a recta 5 - VG iy e

por centro o ponto de abscissa 1. Determine em seguida, por
aplicacao dos invariantes, a equacdo da curva referida as
assintotas.

CALCULO DAS PROBABIIFDADES

F. C. L. (2.° exame de fregiiéncia em 2-6-1939)

200 — a) Conceito de probabilidade elementar e sua im-
portancia nos problemas de probabilidades continuas. Princi-
pio da invariancia por deslocamerto. &) Enuncie o problema
das probabilidades das causas, Teorema de Bayes.

201 — ¢) Enuncie o problema da compensacio de obser-
- vagoes indirectas de precisdo diferente e indique a forma de
o resolver. ) Enuncie os postulados de Gauss.

202 — Os 3 angulos dum triangulo plano A B C foram
medidos, obtendo-se os seguintes resultados: A — 62027/ 321!
(péso 2); B = 5601652 (péso 1); C=061°1544" (péso 2).
Calcule, pelo método geral de compensacio das observacdes

MECANICA

F. C. L. (2.° Exame de freqiiéncia em 4-5-1939)

204 — Cinemdtica : a) O que entende por movimento de
roto-translacdo; defina decomposicdo prépria e imprépria.
b) Enuncie o teorema de Coriolis e escreva a sua expressio
definindo as diferentes aceleragdes. ¢) Defina os angulos de
Euler. ) Enuncie o teorema de Chasles (movimento de uma
figura plana no seu plano).

205 — Estdtica e Dindmica : @) Defina forcas motoras e
resistentes. 4) Enuncie os teoremas gerais sobre o equili-
brio. ¢) Enuncie as condi¢ces grificas necessarias para o
equilibrio dos poligonos funiculares. ) Escreva as equa-

condicionadas, os valores compensados dos angulos.
R: A=16202730", B-==56016'48", C = 61015 42/ .
Outro exercicio

203 — Com 3 baralhos completos de 52 cartas formam-se
3 grupos de cartas nas seguintes condicoes:

L) Com 40 cartas (tirando dum baralho completo os
88,9.9 e 10,10).

2.°) Com as figuras dum baralho (as, dama, valete e rei).

3.°) Um baralho completo de 52 cartas.

Escolhendo ao acaso um déstes grupos tira-se uma carta,
que depois se reconheceu ser o rei de espadas.

¢ Qual € a probabilidade da carta pertencer ao 1.° grupo ?

E se a carta aparecida fosse o 10 de espadas ¢ qual sers
a probabilidade de pertencer ao 1.° grupo ?

RACIONAL

¢oes de Euler relativas ao movimento do ponto material livre

(equacdes intrinsecas). g :
206 — Problemas : @) Determine as coordenadas do centro

de gravidade do solido gerado pela drea plana compreendida

entre o eixo OV, arecta y = p e a parabola y2 — 2px, quando
s

ela roda de 360° em tornode OY. R: £—0 'r,:'(.—)p G () )
)

b) Um ponto material de péso mg & obrigado a permane-
cer sobre uma circunferéncia situada num plano vertical.
Determinar a for¢a que deve atrair o ponto para a extre-
midade superior do diametro vertical, a-fim-de que éle
esteja em equilibrio num dos extremos do diametro hori-
zontal. R: F= {2 mg.
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GAZETA DE MATEMATICA

ASTRONOMIA

F. C. L. (2.° Exame de fregiiéncia em 8-5-1939)

207 — a) Defina directriz e linha média de um nivel. Diga
o que entende por nivel calado e por nivel rectificado.
b) Defina colimagdao de um instrumento de passagens colo-
cado no meridiano. Que métodos conhece para a determina-
cdo de colimagdo? ¢) Quais as estrélas mais convenientes
para a determinacdo de azimute de um I. P. colocado no
meridiano; justifique a resposta. @) Como se reduzem as
observacdes feitas nos diferentes fios do reticulo, de um LBy
colocado no meridiano, ao fio do meio? ¢) O que € paralaxe
de um astro? Que espécies de paralaxe conhece? f) Indique
as principais diferengas entre os métodos de Gago Coutinho
e de Talcott (determinagéo de latitude).

PROBLEMAS

(x—a) (x—b)

(x—c)* (x—d)?

duz a uma funcdo racional quando se verifica a relacdo har-
monica 2 (ab+cd)—=(a+b)(ct+d).

209 — Mostrar que a primitiva de e re-

210 — Determinar um conjunto ordenado de cinco alga-
rismos e uma base de numeracao tais que o numero repre-
sentado por ésse conjunto nessa base seja duplo do niimero
representado pelo mesmo conjunto na base dez.

211 —Sendo & o ntimero complexo &= x + iy repre-
sentado pelo ponto /(x,y), referido a eixos rectangulares,
achar o lugar geométrico de M quando o argumento de 2—1

RESOLUCAO DOS PROBLEMAS PROPOSTOS

Consideraremos os problemas propostos no n.° 1 da «Ga-
zeta de Matematica» com a numeracdo 110, 111, 112 e 113 para
facilitar futuras referéncias.

110— Considerando o soélido dividido em cilindros elemen-
tares, de base @, 5* - @, 5> - a, 5 - a, (1) e altura ds, teremos

el

= f(a,, S#lasltazsta)ds= % Bltah (2
L % L

Por outro lado

Bi=a, <—— -}2£>3+ a, <-— g>—{— a, <— %) + ay

/
BN\ /B2 h
By=a, <§> +a ( 2‘) +a, 9 +as
W= as

1
logo V = ¢ BB+ By-4M) = % B ayh ®3)

Como vemos as expressdes (2) e (3) sdo idénticas como
se queria demonstrar.
Cone : Vejamos que aspecto toma (1) neste caso parti-

cular. A equagdo da recta geratriz AB, situada no plano

h h
dos'xis € g=— 7 x 5 Para termos a equacio da super-

208 — @) Observaram-se duas estrélas na sua passagem
meridiana e determinaram-se os tempos 0; = 15h 20m 24s, 80
e 0,=—15n30m 10s,04 das suas passagens na média dos fios.
Pretende conhecer-se o azimute do I. P., supondo-se cons-
tante o érro de nivel e nulo o de colimacdo. A latitude do
lugar de observacdo & o==38043/0", e as coordenadas das
estrélas sao

oy = 15h 18m 125,40
3 = —5° 20! 12,00
Re: 07— 25 T

b) Supondo que 0, = 15h 20 145,80 € o tempo sideral de
Lisboa, determinar a hora legal nesse instante. A longitude de
Lisboa é %=-}-0h 36™ 445,68 R:H;=0h57™ 85,27,

2y = 15h 27m 545 40
5, = 550 10/ 25,00

P-RGIPOSIOS

é constante, e o lugar geométrico de M quando o médulo de
5*—1 é constante.

212 — Por dois pontos 4, B duma hipérbole, tracam-se
paralelas as assintotas. Provar: v

1.0 — Que uma das diagonais do paralelogramo assim for-
mado passa pelo centro da curva;

2.0 — Que metade dessa diagonal é meia proporcional
entre as distancias do centro do paralelogramo ao centro da
curva e ao ponto em que ela encontra a tangente em 4 ;

3.0 — Que esta mesma diagonal é meia proporcional entre
as distancias do centro do paralelogramo aos pontos em que
a segunda diagonal corta a curva.

NO N.° 1 DA «GAZETA DE MATEMATICA>»

ficie conica de revolucdo em torno do eixo dos s# basta mnudar

x em {/x%--9*> e portanto

1

e S N R? R R*
R AT ) DI Aets s oy S, I S
RVx+y+2 donde a2-}-y 7 P +4
2
A
Om‘ 7
b e S
B
<
A area de qualquer sec¢do dum plano horizontal &
s R? = R? = R?
S RS (1)

pois &%} ¥* é o raio de cada uma dessas secgoes ; vé-se que




