GAZETA DE MATEMATICA 3
A cada nimero ZZM corresponde um outro S 9, -1+ (26, + 1) ‘/W il ‘/7,{

3 a=== : 21 l = (@, — &)+ (25, 1) — OIEETRE

a! =Z:?/_”f que se chama o seu conjugado, e ambos sdo No segundo caso, isto €, se m -=4:+ 2, o numero

a—0m

raizes da mesma equacdo (6) x> — = R =0. Re-

presentaremos por o' o conjugado de a.

E evidente que @ --b{/ m & um inteiro do corpo. Mas os

inteiros do corpo ainda podem ter outra forma. Efectivamente
se o for um inteiro, entdo, por verificar (6), terdo que ser
2¢  a®—b0m .

- ¢ ————— inteiros de R,
¢ 0>
supor que @, b e ¢ ndo tém divisores comuns terd que ser
c=2 ou ¢-:1, donde as duas formas

LB bYm e a= oy m.
A IR )

e como podemos sempre

Vejamos que depende do valor de # a forma dos inteiros.
Como m ndo contém factores quadrados serd m —4 -1,
m=412 ou m=443,

S a>—b02m
No primeiro caso —4’—1 térmo independente de (6),
. oar=b
sera igual a 4 -}- - - e s6 serd um inteiro se @ e b forem

simultaneamente pares ou impares; entao
2a, |26,/ m

s 9 = (a; ~ b,)--2b, -

ATy AR e DR R S
n == 1 serd inteiro simplesmente no caso em

que @ e b forem simultaineamente pares e entdo o==4 4B Vom.

Caso analogo se passa quando m =4-1-3.
Logo os inteiros de R (/m) sdo da forma

a=a.+bllj_9L’ﬁ se m=4-11
ou a=atbym se m=4i11
e se fizermos o = 1i2!/_”1 ou o= {/m, caso m =441 ou

m==4--1, poderemos escrever

a=@ay.1-} b0
que € a férmula geral dos inteiros de R(y m). Os numeros
1 e » formam o que se chama uma base do corpo, e demons-
tra-se que é possivel determinar outros inteiros do corpo o, e
o, (e isto dum namero infinito de maneiras) tais que todo o
nimero do corpo se pode escrever sob a forma

Y == G 0 + Ay 0y
em que @, e @, sdo inteiros racionais bem determinados.
E facil ver agora que todas as propriedades dos inteiros racio-
nais se mantém,

(Continua no proximo mimero)

J. DA SILVA PAULO

O METODO DE FUBINI PARA A INTEGRACAO DAS FUNCOES RACIONAIS

Como é sabido, pode sempre determinar-se a primitiva
de toda a funcdo racional desde que seja possivel resolver
uma equacdo algébrica. O processo classico consiste em redu-
zir a fungdo dada & soma dum polinémio inteiro e duma frac-
cdo algébrica irredutivel cujo numerador é de grau inferior
ao denominador. Esta decompde-se, em seguida, em frac¢des
simples (correspondentes aos zeros do denominador da frac-
cdo dada, cuja determinagdo podera ser impossivel como
acima se aludiu); e procede-se 2 integracdo destas, o que se
faz sistematicamente. E-se conduzido assim, no caso geral, a
uma combinacdo linear de logaritmos de fungdes lineares ou
do 2° grau, arcos-tangentes de funcoes lineares, e de funcdes
algébricas.

Tal observacio levou o professor italiano Guido Fubini @
a descoberta do seu engenhoso método que apresentaremos
20s nossos leitores por ser de alguns desconhecido.

Consideremos a funcao racional i:((—x% onde o(x) e ¢ (%)
(%

designam dois poliménios inteiros de coeficientes reais sem
factores comuns sendo o grau de o (x) inferior ao de ¢(x).
Suponhamos que sabemos determinar as raizes de ¢(x)=0
e que conhecemos, portanto, o desenvolvimento tnico
()= (x —a)" (x— b)‘rj S (x“)-i—p.rq'»q))‘ (x2 +rx8)t .

com p2—4g <0, r?*—4s<<0, ....

A partir déste desenvolvimento a regra de Fubini per-
mite imediatamente estabelecer o tipo da primitiva, a-parte
constantes a determinar:

/ B el loz(e ) iy Lr— by bl
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+ Lilog(as®+px +q) + Mlog(4> + vy £8) + - +
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Vig —p* Vi

S bi(w)

onde €
h(@) = (w—a) "' (x —0)P T (P pr )TN st T
e ¢ (¥) um polinémio, de coeficientes a determinar, de grau
inferior numa unidade ao de ¢, ().

Prova-se facilmente @ que, derivando ambos os membros
da expressio anterior e desembaragando de denominadores
[0 menor denominador comum € ¢ (v)] obtém-se, por iden-
tificacdo dos dois polinémios, um sistema de equagdes linea-
res que permite determinar as constantes. O processo indi-
cado, como se acaba de ver dispensa a decomposicdo prévia

o
@ f;%—;— em fraccoes simples e qualquer operacdo de inte-
d(x
gracao.
Bastante engenhoso éste método, rapido na indicagdo do
tipo da primitiva, é sobretudo de aplicacdo dtil quando a
equacdo ¢ (x) =0 admite raizes complexas de grau de mul-

tiplicidade elevado. .
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(1) Vide: G. Fubini, «Lezioni di Analisi Matematica», 3." ed., Torino,
1919, § 76.

(2) Vide: G. Vivanti,«Lezioni di Analisi Matematica», Torino, 1930,
vol. I, pag, 412-414,




