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Aplica¢ao das propriedades do trindmio do 2.° grau 4 determinagdo
de alguns problemas de Maximos e Minimos

O estudo das propriedades do trinémio do 2.° grau for-
nece matéria para a resolucdo de muitos problemas quer de
algebra quer de geometria entre os quais problenias de maxi-
mos e minimos do tipo dos que tém sido propostos nos exames
de aptidao ao Instituto Superior Técnico.

Como geralmente o assunto nio é tratado nos liceus, expo-
remos aqui o caminho a seguir para a resolucdo de tais pro-
blemas, aplicando simplesmente conhecimentos adquiridos na
7.2 classe dos liceus.

Suponhamos que se pretende resolver o seguinte pro-
blema : Dado um circulo de raio igual a 5 inscrever néle um
rectangulo de drea igual a 48.

Se forem & e v os lados do rectangulo, as equacdes que
resolvem o problema sdo: xy=48 e a?-} 2 =(25)%: Se
multiplicarmos ambos os membros da primeira equagdo por 2,
e lhe adicionarmos ordenadamente a segunda, obtém-se o sis-
tema equivalente: xy =48 e x -}y =/100--96. Este sis-
tema € ainda equivalente a4 equacdo X2 — 14X -48 =0 cujas
solucdessdio ¥ =6 e y=8. L evidente que ndo podemos
dar arbitrariamente a area do rectangulo, pois que, se ela
pode ser tio pequena quanto se quizer, ndo pode no entanto
ultrapassar, por exemplo, a area do circulo, Podera portauto
acontecer, € acontece, que dentre todos os rectangulos que
podem inscrever-se no circulo dado haja um cuja area seja a
maior de todas. Procuremos entdo resolver éste problema :

Dado wum circulo de raio R inscrever néle um rectangulo
cuja drea seja mdxima.

Comecamos por por em equacdo o seguinte problema:
determinar um rectangulo de area S inscrito num circulo de
raio R.

Duma maneira analoga & precedente somos conduzidos a
resolver a equagio X2 — {/4R?1+-2S X S—0, cujas so-
lucdes sao os lados x e y do rectangulo procurado. O problema
tera ou nao solugoes conforme os valores de S. Exprimindo
que as solugdes desta equacdo sdo reais tem-se a limitacdo
procurada. Com efeito, para que esta equacdo tenha solucdes
reais, € necessario e suficiente que o descriminante seja posi-
tivo ou nulo, isto &, A=4R2-}2S—45>0 donde se tira
S <2R?, Quere dizer S ndo pode exceder 2R? e o maximo
valor que S pode ter é 2R?. Neste caso a4 =0 e portanto
&=y =R |/2. Vé-se assim que o rectangulo de 4rea maxima
€ o quadrado inscrito no circulo de raio R. Fica pois determi-
nado o maximo valor que pode tomar a area do rectangulo.

E éste o método que devemos empregar na resolucdo de

problemas déste género e que consiste em determinar as
equacdes do problema de modo a sermos conduzidos a uma
equacao do 2.° grau (no caso em que isso é possivel) e pro-
curar as condicdes para que a equacdo tenha solucdes reais;
estas condicoes fornecem-nos as limitacdes que ddo os valores
procurados.

Vejamos outro exemplo: £ dado um ponto P as distin-
cias a ¢ 2a dos dois lados de um angulo recto, e dada uma
recta qualquer passando por P; mostrav-que a @rea do tridn-
gulo compreendido entre a vecta ¢ os lados do dngulo nunca
pode ser inferior @ “4a?.

(Exame de aptiddo ao I. S. T. — Ponto modélo)

Na figura vé-se que o triangulo cuja area pretende de-
terminar-se € QOR. Seja
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Para que haja solugdes
reais deve ser A= S52—4425>0 ou S(S—4e?)>0 e como S
é positivo, por se tratar duma area, serd S—4a2>0 e S>4a2.
Portanto a area sera sempre maiotr e no minimo igual a 4a2.
Démos ainda exemplos dum outro tipo de problemas
que se resolvem pelo mesmo processo. Seja o seguinte pro-
blema: ;s Qual ¢ o menor valor que pode tomar a expressdo
3x2—8x T quando se atrvibue a x valores reais? Seja K o
valor do.trinomio, € entdo 342 —8x 4 7= K ou 3x?—8x-|-
+7—K=0. A condicdo para que as solucdes desta equa-
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cdo sejam reais € A=64—12(7T— K)>0 ou K> 2— quere

dizer, o trinémio toma sempre valores superiores e no minimo
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Vejamos outro exemplo: Deferminar o mdximo e o mi-
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tém rafzes complexas, sdo sempre positivos para valores

nimo de Como o numerador e o denominador
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reais de x e entdo fazendo a fraccdo igual a K, desembaragando
de denominador e simplificando vem (2—K) 42+ (B3—K)x+
+@—Kj=0.

A condicdo para que as solugdes sejam reais € 3K*—10K+

3 A PRk 5 {
4+ 7<0; como éste trinémio tem as raizes —1 e —, aquela
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é um
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condicdo é verificada para K< e entio K=

a9 £
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mdximo; ou para K>—1 e K=—1 éum minimo.

Damos a seguir o enunciado de alguns problemas que
podem resolver-se por éste processo.

1 — Mostrar que o perimetro 2 de um rectangulo inscrito
num circulo de raio R ndo pode exceder 4R V2.

II — Mostrar que o produto de dois nimeros positivos,

cuja soma é constante, é maximo quando o0s dois ntimeros
forem iguais.

111 — Mostrar que a soma de dois niimeros positivos, cujo
produto é constante, ¢ minima quando os nimeros forem
iguais.

IV — De todos os triangulos rectangulos com o mesmo
perimetro 2, qual é aquéle cuja superficie m? é maxima?
E de todos os triangulos rectangulos cuja irea € constante
qual é o de perimetro minimo ?

V —Qual é o maior rectangulo que se pode inscrever
num quadrado dado ?

VI — Determinar os maximos € minimos de ~—
X
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213 — ; Para que valores de m diferem duma unidade
as raizes da equacdo 24— (m? 1) x4 m*-3=0. Sejam
x! ¢ X' as raises da equa¢do dada. Trata-se de deteyminar m
de tal mancira que x' —x'' = 1. Como a equacdo dada é equi-

§ m2-}+1
gL

a -

valente ao sistema de duas equacoes:

m? -3 ’
okl ‘)1—— . temos que deleyminar os valores de m que
==
I el
3 > < x! - xll =
satisfazem ao sistema de 3 equagoes 2
2 <
gt m2 43
2
Resolvendo o sistema formado pelas duas primeiras equagoes
m? 4+ 3 m?-—1
em ordem a X' e X' acha-se: x' = e pRExh— vy wh

valores que substituidos na 3. equagdo nos conduzem a equac@o
do 4.0 grau em m: (m®+3)(m?>—1)= 8(m?+3), cujas
solugdes sdo m =+ —3 e m=+3, valores que substitui-
dos na equacdo dada condusem as equagoes 2x2—10x+4 12 =0
¢ x24+x=0. Em ves da equacio x'—Xx' =1 podiamos
ter considerado a equagio x' —x''=—1, mas como é fdcil
de ver o resultado obtido seria o mesmo.

214 — Defina arranjos e permutagoes.

215 — Aplique a férmula do binomio de Newton ao de-
senvolvimento de (x—1,%. Temos (x—1)t=xi—4x3-|
4 6x2—4x 1.

216 — Dados o cateto ¢==216m7 dum triangulo rectan-
gulo e o angulo B = 36°27' 14"/, que se opde ao outro cateto,
calcule por logaritmos o comprimento da hipotenusa a do

c—=acosB fem-se a—=

triangulo. Coio e portanto

cosB

1939

loga=logc + cologeos B. Vi-se pelas tabuas que loge-—=2,33586,
logcos B=1,90537 e portanto loga—2,33586 -1-0,09463 = 2,43049),
dande se tiva ainda pelas tdbuas que a = 2695,

217 — Calcule, sem recorrer as tabuas de logaritmos, os va-

> e y==tg495°, Serd x=:co0s (—— ;\ =

loresde x=cos (—-4

™ 3 ) e
SC05., =5 CO8 450 = »‘!2— (basta notar que cos45° ¢éigual a
metade do lado do quadrado inscrito num civculo de raio 1).
y = tg 495° = tg (3600 4- 135°) = tg (185°) = — tg 45° = — 1,

visto que cos 45° = sen 45°.

218 — Sabendo que o lado do tridngulo eqiiilitero inscrito
na circunferéncia de raio » tzm por comprimento V3,
deduza do circulo trigonométrico o valor de sen 60°. Coino
se sabe o circulo trigonométrico é um circulo de raio OA =1.
Sg MM! fér o lado do triangulo inscrito neste civculo serd
MM! =y 3. Como o dngulo MOM! — 1200, fracando a
perpendicular OA a MM/, serd MOA = 60° ¢ sen 60° =

MM (3
R

219 — Demonstre que se duas secantes se cruzam no
ponto de contacto de duas circunferéncias tangentes, as cor-
das que unem os pontos em que as secantes encontram cada
uma das circunferéncias sdo paralelas. Consideremos duas cir-
cunferéncias tangentes em O, seja TT! a tangente comum,
AA! ¢ BB as duas secantes a que se refere o enunciado. Para
provar que as cordas AB ¢ Al B! sdo paralelas basta provar

que os angulos B'A' O ¢ BAO sdo iguais. Ora BAO = BOT
visto que BAO estd inscrito no arco OB e que BOT ¢ um
dngulo dum segmento que tem por medida metade da medida
de OB. Do mesmo modo se vé que: BIAIO =B OT!. Como
BOT = B'OT! porque se trata de dois angulos verticalmente
opostos, tém-se BAO=B'A'O c.q.d.

220 — Calcule pelo método das divisoes sucessivas e por
decomposicdo em factores primos o maximo divisor comum

dos dois ntimeros 162 e 14, Como 162 =2><31 ¢ 14 =2><T
serd m.d.c.=2.



