GAZETA DE MATEMATICA

DO INTEGRAL DE RIEMANN AO INTEGRAL DE LEBESGUE

(duma conferéncia de Henri Lebesgue realisada na Sociedade de Matemdtica em
Copenhague e pudlicada no n.° 2 (1927) de Révue de Métaphysique et de Morale)

Os Geometras do século xvir consideravam o integral de
f(x), o térmo integral nao era ainda usado, mas pouco
importa — como a soma duma infinidade de indivisiveis cada
um dos quais era a ordenada, positiva ou negativa, de f(x).
Pois bem: nés nao fizemos mais do que agrupar os indivisi-
veis de grandeza comparivel, ou, como se diz em algebra,
relinimos, reduzimos os termos semelhantes: Pode dizer-se
ainda que, com o procedimento de Riemann, se tentava somar
indivisiveis tomando-os pela ordem em que eram dados pela
variacdo de x; operava-se, pois, como o faria um comerciante
sem meétodo que contasse moedas e notas ao acaso pela ordem
em que lhe chegassem as maos; ao passo que noés operamos
como o comerciante metodico que diz:
tenho 7 (£}) moedas de 1 corda (Dinamarca) o que da 1.m (%))
tenho m (£,) moedas de 2 cordas o que da 2.m (£,)

EXAME DE APTIDAO AS

Licenciaturas em ciéicias fisico-quimicas e em ciéncias
matematicas, cursos preparatorios das escolas mili-
tares e curso de engenheiro gedgrafo

379 — Determine m de modo que o trinémio (m--1) ¥2—
~8x+4-m-+1 seja positivo pata qualquer valor real de x.
R: m deve satisfaser a desigualdade 42—(m+-1)2<0 donde se
dedus m>3 ou'm< 5. M. Z.

380 — a) Indique as condi¢des a que devem satisfazer os
coeficientes da equacdo: ax-by=c para que esta tenha uma
infinidade de solugdes inteiras e positivas. &) Defina permu-
tacdes de # objectos. Relacione os numeros de arranjos
"4, e "4, de n objectos tomados pap ede n+1 objectos
tomados pap.

381 — Sendo 12,12m o comprimento dos lados dum
losango e 6,34 m o comprimento da sua diagonal menor,
determine por calculo logaritmico os valores dos angulos do
losango. R: Os angulos sdo 30°19'26" ¢ 149040'34'" .

382 — Verifique a seguinte igualdade :
™ \ 76-
(cos x -}- sen x) cos L R ) = Y2 cos 2.
\ y 2
R: Dividindo ambos os teymos por cosx --senx wem :

/

- 5]
el V2
cos T X )= (cos x —senx),
3 . ™ ™ V2
igualdade cvidente atewdendo a que cos i -_:sen,l, SEC
M. Z
383 — Determine, sem recorrer as tibuas, os valores

o)
de cotg (— 390°) e de sec 1™ R: cotg (— 3909) = cotg 3300 —
9= = i

= — cotg 300 = — \/ OMNSEC.— e=Sec s Y
4 = M. Z.

tenho m (E,;) notas de 5 cordas o que da 5.m (%), ete.
tenho, portanto, ao todo S=1.m (E\)-+2.m (£,)+-5.m (E;)+ ---
Os dois modos de proceder conduzirdo, certamente, o
comerciante ao mesmo resultado, porque, por mais rico que
¢éle seja, s6 tem um numero finito de notas para contar ; mas,
para nés, que temos que adicionar uma infinidade de indivi-
siveis, a diferenca entre as duas maneiras de proceder é ca‘pital.

& Trad. H. R.
Nota do Prof. Dr. Ruy Luis Gomes
Representando por m (£;) a medida (L) do conjunto dos
pontos « tais que os valores correspondentes, f(x), estio
situados dentro dos limites y; < f (v) < ;,,, tem-se em
S=3n,m(E), com ¥y, <<%, a soma que conduz ao inte-
gral L de f ()

ESCOLAS SUPERIORES

384 — Considere um triangulo 4BC, rectangulo em 4 e
designe por @, 6 e ¢ os comprimentos dos lados opostos aos
angulos 4, B e C. Exprima os comprimentos m, m' e m'

5 Jhoa 5 a
das medianas do triangulo em funcdo dos lados. R: m = o

&

bl R
m’-:\/c-_}_i, m :\/b._:_z.

385 — Calcule, sem efectuar as operacdes, o resto da divi-
sdo por 4 do numero 86 >< 3814 -I- 74. Enuncie as regras que

usou.
I. 8. C. E. F. — 25 de Julho de 1940

386 — a) Defina sistema de logaritmos e enuncie as pro-
priedades fundamentais do calculo logaritmico. Dada a decom-

M. P. R.

icA 7 . M 2 & %, 75 L/
posicdo em numeros primos dum ntmero W= L P2 p

exprima logz em funcfo de log#y, log p,, - logp,. b) Cal-

cule por logaritmos x — 021:‘,/_1 %‘i

0,0004

387 — Diga em que consiste o desenvolvimento do biné-
mio de Newton ; escreva o térmo geral e enuncie a lei de pas-
sagem dum térmo para o seguinte. Calcule

(x+1)"1‘ (x—1)
T (ariy— (a1,

R: x=0,0024973.

388 — Sao dadas no mesmo plano duas circunferéncias:
uma de raio 7, outra de raio 3»; conhecendo o comprimento d
da corda comum, calcular a distancia dos centros. Discussio
R: Deverd ser d<2r para que o problema seja possivel. Com
d < 2r o problema tem as duas solugdes

1. speatie i WIS |
, (VBbr—dr + yarr—d?) ¢ - (V/36r— a2

2

1 BoEas bt
o ‘/;3‘)1‘5 —dz.
2 M. P. R.

389 — Num rectangulo de lados L e / tiram-se as bis-
sectrizes dos angulos interiores. Verificar que os pontos de
encontro dessas bissectrizes definem um quadrado e determi-

— Vdr:—dz).

Com d ==2r hd a solucdo unica
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nar a 4rea désse quadrado. R: A diagonal do quadrado éigual

1
a L1 ¢ portanto a sua drea serd —_ (L—1)".

M; B: R,
390 — Num triangulo rectangulo de angulos agudos B e C
exprimir sen (B - C), cos(B—C), tg(B-C) em funcdo dos
b?—c? 2bc

catetos b e ¢. R: sen(B-C)= " cos(B--C) bire!
b2 ¢?

tg(B—C)=-5i— -

; )™ 2be M. P. R.

'y ALGEBRA

I. 8. C. E. F. — Exame final, Qutubro de 1940

392 — Dado o complexo &= po-lo sob a

2-4-cosh+-7send
forma x-+vi e verificar que o lugar dos afixos de & € a cir-
cunferéncia (x—2)2+49?=1. R:

3 3(2+cos6-—-isent) 6G+3cosh
9 cosfl-isend '(2 L cos()? Fsen?0 ' H-+4cosh
O lugar geométrico dos afixos é definido. paramétyicamente
pelas equagies

)seno

‘ G-+3cosh
\ X7 5i+4coso
? O
z H+4coso
donde, por elnm'zagao de 0, se a’edm,
) -Dcoso ]tw—l()cosa,"’)cos 0
x _ Dtdeost /) (54 beoso):
o dsents
Y 5 4coso
(x-9)y2= 1(\1 40 cors0+() ,—1() cos?( g
(h-+cos 0) M. Z.

393 — Lstudar e representar geométricamente a funcdo
v—=2sen?x -3 cos*x.

304 — Calcular as raizes reais da equacdo xf+a-10==0.
As raizes irracionais serdo determinadas com um érro infe-
1

TiOF & ==
10

F. C. C.— Exames de freqiiéncia, 1938-1939

395 — Achar com duas casas decimais exactas a raiz real
da equacdo: f(v)=senx—2x +1=0 pelo método de iteracdo.

396 — Encontrar as condi¢des para que o sistema

N | x=cy+0b5

! y=az+cx
l s=bx+ay
represente uma linha recta; mostrar que a recta ¢ represen-
tada por

x v Z
Viee yi-b yi—e&
397 — Resolver a equacdo
COS @ cos? X —sen a cos z cos & -sen? Z =0

& 4

398 — Como aplicacéo da teoria dos complexos resolver a

. 14+ix\ 4 1+4ia

equacdo | — ) = =¥
1—ix) 1--ia

(Pode fazer-se x=tgv e a=tga).

2.
T

391—Determinar os inteiros # tais que a soma 1242

-.n? seja divisivel por 1+4-2-4----tn.
1
Nota : — Sabe-se que 12422 -+ -2 . n(n--1)(2ni1).
h)
2n+1
R0 quocten/e de 124-2? rn?, por 1424--m é — -

(3]
Deverd pois ser 2n-+1=3(2p+1) (p inteiro) e portanto os intci-
ros n a deteyminar si@o os sucessores dos miltiplos de 3.
M, P. R/

SUPERIOR

v;;—;—]-— \/n :
t/n—rl— ‘/71,

400 — Em que casos sdo convergentes as séries:
Sun(r+) " e Sa'senn(?

399 — Calcular o limite para n-—co de

401 — Tracar a curva y=¢'™".

402 — Num triangulo esférico é
a=11302' 56", H=82039' 28'",40,
Calcular os angulos A 5 B, C.

c=T4 51 31",

F. C. L. — Alguns exercicios do curso

403 — Expressdo geral dos numeros cujo produto por
@-}-bi ¢ um numero real. Mostre que o conjugado de @ -{- 07
esta contido nesta expressdo. Lugar geométrico das imagens,
R: Seja x--iy wm mimero complexo tal que o produlo
(a--ib)(x --iy) =z (namero real). Ora z-=(ax — by) -
d-i(ay -bx). Se z deve ser real, deve ter-se ay-|-bx- -0

X a . o 5 o y
donde (1) = _ - Sendo 5. wm mimero veal arbitydario serd

pois x —=1a y=—ra. A expressdo geral dos mimeros (x+-1iy)
serd entdo (2) x--iy =2a—2bi. O conjugado de a-|-Dbi estd
contido nesta expressio: corrvesponde a »=1.

Lugar geométrico das imagens: Este lugar geométrico tem
por equacdo, no plano XOY , a equagdo (1). E pois wma recta
definida pela ovigem (0,0) e pela imagem do conjugado de a+ bi.

V. B.

404 —LEscreva a expressdo geral dos niimeros cujo cociente
por a--bi éum imaginério puro. Lugar geométrico das imagens.
R: Procuramos a expressdo geral dos mimeros (x-\-iy) tais

A1y . ; / e
que qp = M onde 5. é um mimero veal arbitrdrio. Logo,
i
X iy == — %6} rai ou kb —kai (k= —12). Vié-se Sfacilmente

que o lugar geométrico das imagens dos mimeros (X - 1iy) ) ¢
uma recta que passa pela orvigem e é perpendiculay ao segmento

orientado OM , que define o mimero a —-bi.
V. B.

405 — Extraia algébricamente a raiz quadrada a a--47 ¢
aproveite o resultado para: 1.° Provar que as raizes quadradas
do conjugado de um nimero s@o respectivamente conjugadas
das raizes quadradas désse nimero. 2,° Extrair algébricamente
a raiz quadrada a 1J—u/u ea 1—iy3. R: Seja x-iy
wma rais quadrada de a-1-bi. Teremos, por defim';a'o (x--iy)?=

—a-bi ou (x2 —y?) -|-i2xy =a-|-bi. Portanto:

2y ea X4 (—y?)==a
1 N oun b3 0 que mosira sevem
Doy " =p ™ ey=—p °1
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o)

: j : O Y s b
X2 '¢ —y? as raises da equacio (2) u?—au— TAE 0 que

/ b2
admite duas raises reais (— i & 0). Resolvendo a equagdo,

\ /

. Por conseguinte

A 2.0 expressdo (1) mostra que xy tem o sinal de b e que por-
fanto X e y tém o mesmo sinal ou sinais contririos conforme

>
b =
condusem pois a solucoes do problema. O mimero a--bi tem

portanto duas raises quadradas que sdo

0. Das 4 combinagoes possiveis de sinais em (3) so duas

1) + l»\y//'a -+ V;-)a?‘{-ibz . iz \//_\y;?;b?_a

onde e=—41 se b>0, ¢c=—1 ¢ b<0.
Conclusoes : 1.2 Dados os mimeros a--bi e a— bi, para
um déles.é c==1 ¢ para o outro e =—1. .

A expressao (4) mostra que a--bi ¢ a—bi tém raizes
quadradas respectivamente conjugadas. 2.2 Pava o mimero

1-1-1y/8é <=1, ¢ as expressoes (‘) dao, para as suas raises
2 6 /2 4
b i Lk . As raizes

=i =1
A2 2 2

/7o /;) . /.)
quadradas de 1—i{/3 serdo ‘f)b'—i ‘;‘ e '—"ib—Fi ‘O“-

&

/6
quadradas, os valores : ‘,) 3

V. B.

406 — Prove que todo o complexo de modulo 1 se pode

8 14} ix ¥
por na forma 1 —zx com x real. R: O problema equivale ao
seguinte : Prove que, dado wm complexo qualquer de modulo 1,
cosv-{-isenv se pode determinar sempre um mimero real X,

1-}ix
em funcdo de «, tal que cos--iseny = T e
; 14 ix
1.° modo de resolucao: Sendo x real, o complexo T— :I__—R

tem efectivamente o modulo | pois que

o um argumento de 1--ix ¢ —o_um argumento de 1 — ix,
seu conjugado. Um argumento do cociente é pois o — (— 2) =24

= Ayl ®
Teremos 20.==c¢-|-2kn donde o= --kn e portanto
ClE)Ftotre= tg; Mas, visto ser o wum argumento de 1--ix,

. b
temos (2) tgo = o Atendendo a (1) x = tg% .

2 1-}-ix
2. modo de resolucdo: 7Zemos, se X ¢ real =
e 2x e 1S y
=T iy ==cosg--isencv (verifica-se [facilmente
I
I 1—x2
COS O — 17—
LK g
que a*+b2=1) - (3) ;_ Mas, sendo
X
l seng=—_-——_.
i

9]
1—tg? 5 ZHEoEE
CoS o= sz ¢ Seho=————-1 ealendendo a (3),
“ ~
L=ftaior 1+tg?5

(]
vemos que tevd de por-se, para satisfaser ao problema x = tg 5+
V. B.

407 — Onde deve estar a imagem M dum numero & para
{

2

=
&=

&

que, sendo My e M, as imagens de & e 3, o cociente

©

1.0 seja real ?
2.° seja imaginario puro ?
3.2 tenha um argumento dado «?

R Escrevamos o cociente na forma ¢ notemos que

20—
: —
21—z ¢ representada pelo segmento MMy ¢ que zy— 7 é repre-

> MM
sentada pelo segmento MMy. O cociente tem por modulo EJA\A/BVIJ-
2

—> e
¢ tem por argumento um dos angulos » que MM, forma con: MM,
(suporemos o.>0 e portanto contado no sentido divecto de

—> —>
MM, para MM, ) .

Nestas condicoes : 1.° O cociente ¢ real se o =Kkr, isfo ¢,
se M ¢ colinear com My e M,. 2.0 O cociente ¢ imagindrio puro

se o= (2k 4-1) 0 (2==90° ou 5 =210°)., Entdo M deve estar

s6bre a civcunferéncia que tem My M, por didmetro. 5. Supo-
nhamos que o' ¢ o ar-
Qumento positivo mi-
nimo que corvesponde
ao argumento dado
v e designemos por
9o o angulo o' se
0 < oli<c 1800 80
iangulo ¢ — 1800
se 1800 < o < 3600,
Construam-se os
dois segmentos capa-
ses do angulo o e
passando por M, e
M,. Os segmentos sdo
simétricos relativa-
mente a recta My M, ¢ tem-se M.C\Mg =M, CTM, = 201. Entdo:
se o <1800, M estd sébre aquéles dois segmentos do qual se
veja My a esquerda de My. Se o' >180°, M estd sébre aquéle
dos dois segme_htos do qual se veja My a diveita de M, .
Nota — Se ¢ < 90° os dois segmentos sdo os tracados a
ponteado. Se 4 >90° os dois segmentos sdo os tracados

a cheio. V. B.
2 . Tk
408 — Determine um nimero s de modo que 5, ~ e 1—z
5
4 Sy : = 1
tenham moédulos iguais. Idéntica questdo com =, ~ e 1-|s,

Resolva também geomeétricamente o problema. R : Resoluc¢io
algébrica da primeira parte: Pondo &= p(cosaz--isens)

teremos l: .1<(cos'/. isens) ¢ 1 —g=(1—;cosa)—igsena.
< e

A

=3

Se |=|=l2] donde :=1. Temos ainda:

il |
Serd — ==
¢



e e ——— -

\

|1 —5|=1(1— coss)-{-sen’s =2 —-2cosxz. E como tem de

e 1 %=
ser |1—g|=1, serd 2—2cosz=1, cosa= 5+ Logo o=+ —:
5 = COS ; 4 ¢sen }
Hd, por conseguinte, duas solugoes : (1) {
" ls=cos—isen -
[ B £s)

Resolucao geométrica. Provdmos facilmente que g == 1, a par-
’ ey 1 :

tir da condi¢do | s|—| _|. Asimagens de todos os complexos

tais que o =1, sdo os pontos da circunferéncia de centro na

origem ¢ vaio 1. Por outro lado, 1 —z deve ter o mddulo 1. Ora,

sendo A a imagem de 1 ¢ M a dez, 1 —z ¢ representado pelo

—>
segmento orientado AM . As imagens M de todos os nimeros z

tais que |1—z|-~1 estdo pois sébre a civcunferéncia de centro A

¢ raio 1. As solucies do problema sdo os dois nimeros cujas
imagens sdo os pontos comuns as duas circun feréncias citadas.

Moy’
O segmento OM; representa o complexo (1, 7). O segmento

—>
OM, representa o complexo (1,0) (1, — ). Da figura tiva-se

1 ™ T g
cosz=coSay=0P = =5 ,0=— 3 ) Os dois com-~
& ) 3
X

plexos zy e z, s@o pois os que determindmos algebricamente. Keso-
lucao geométrica da segunda parte. 4 resolu¢do algébrica é and-

f..)ﬁ ¢ 2‘)T
loga @ 1.* e condus aos dois miimeros z; — cos —-i-isen—_ e
. ) (3]

P 2%
Z — cos — —isen . (2). Asimagensdosmimeros z tais que
3] 9
|z| =1 estdo na circunferéncia de raiol ¢ centro O, como vimos.
Notemos agora que 1--z—=1—(—z) e que, por conseguinte,
as imagens dos nimeros tais que 14z]l=|1—(—2)]=1

N AL SR
F. C. L. — Exame final, Julho de 1939

413 Caleul i
~ acuer/ (z+1)(s 12/ (5+2)7+1

414 — Determine o integral geral da equacdo x(x— ')+
+y(1—9)=0 de que é integral particular y =wx.
415 — Aplique o teorema dos residuos ao calculo de

N2 A
.

400
.

(%2424
—00
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estdo sébre a civcunferincia de centro A e raio 1, simétrica
da circunferéincia A relativamente a O, visto que as imagens

4

My

o o-180°

Mo

!

Y

(N. B. Dos pontos indicados na figura o mais aesquerdadeve ser A’endoA)

dos mimeros — z devem estar, como vimos, na circunferéncia

de centro A e raio 1. As solucdes z, ¢ 7y sd@o os afivos dos
pontos My e M,, os quais afixos sio bem 0s complexos (2).
Ve B0

409 — Resolva a equacdo (x+4-1)" (x—-1)y"=0 (m inteiro

positivo). R: A equacdo dada pode escrever-se :

a0 AN T
), ouw ainda (le) :

—

3

m xRN :
mx"—! ( B G ( % )X”""' b
g By

7

-\

e R
donde e o V1-=cos6-isend (0" o ) A qquagﬁo de-

compde-se assim em m equagdes lineares em X. Uma porém
destas equagdes ¢ impossivel — a que corvesponde a 0=0 ou ao
ne

valor 1 de \/1.
x+1

Temos pois : {‘:l cos0-+isenf; x(1-cosf—isent)=

; cos0++1+isend_ send | 0%
— —cosf—isenf—1; x= é‘b?sﬁé':'1-~5T1T§€E7):c_6;0*’711_: cotgi;'l,
] 2=
As solugdes s@o entdo dadas poy X=-cotg i com 0= >
4z 6% 2 (m—1)= .
R e por exemplo. id

410 - Resolva a equacdo (x-+7)"- (v—7)"=0.

411 — Resolva. (1 +y/i—x2)"—(1—y1-#%)"=0,

412 — Resolva (1+y/x2—1)"—(1—¢/1=x¥)"=0.

A resolucdo da equagdo 410 ¢ andloga & do n.° 409; 411

e 412 reduzem-se ao mesmo tipo fazendo {1 «x‘=z.
J M. Z.
Os exercicios 405 a 412 foram cedidos a Redaccéo pelo assistente
Dr. Vergilio S. Barroso.

UPERTOR

416 - Detérmine o integral geral da equacao (3+x)" "'+

+(3+x)2 9y +2(8+x)y'—29=0. ;
417 — Determine o sistema de integrais gerais do sistema:

d] il

2y — &

1 ] a
y'+25'+ y—3z=1.

L0
+0Y— 5—=&

o
418 — Determine os extrémos do integral ‘/'y"” dx sob a
".l
2 ¢ ‘Vg
condicdo de ser [xydr=1 sendo x=0 =2, x=19,=0.

X
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F. C. C. — Exame final, Julho de 1939

419 — Seja f(s) uma funcdo holomorfa no interior da
regiao K, de contorno C, e seja 5, um ponto interiora C. Pro-
var que f(z) necessariamente se anula dentro de R quando
se tenha, sobre C, | f(8)|>|f(s0)].

420 — Sejam  1,,1,,---1,,- - [1,=(2,,B,)] os intervalos
contiguos a um conjunto £, de medida nula, perfeito e nao-

CEL80E6
F. C. L. — Exame final, 1939 (Alguns exercicios)

421 — Determinar os pontos singulares da curva
M=2—x)(1—x)

Fcos v

~2 cos ) i

>

422 — Calcule /i:OS\ '(1

423 — Calcule o integral geral de av?dy—=(a3-+-v3)dwv.

2 o SN2 0 bl/
424 — Transforme a equacao ( 2 ) o ) b
\ ¥, By

em que as variaveis independentes & e ¥ sejam substituidas
pelas novas variaveis # e & relacionadas com as primeiras
por

-0 noutra

9

I=82F# y=1—g%,

PROBLEMAS

431 — a) Determinar o coeficiente-funcdo (escalar) u (x)
do vector v de um espaco /£ por maneira que a transformacao
v'=Tw=x-}u(x).a seja (separadamente) ortogonal, hermitica,
unitaria, de projeccdo. 6) Estudar igualmente o caso em que 7°
se reduz a uma simetria. Qual é o hiperplano da simetria ?
O vector a pode ser qualquer? ¢) Indicar em todos os casos
as constantes e os vectores fundamentais de 7.

-denso no intervalo (0,1). Pondo f(0)-0, f(1)—1 e, em geral,
f )= Z(p —a,

abrangendo o somatério apenas os intervalos 7, situados no
interior do intervalo (0, x), pregunta-se:

¢E f(x) de variacdo limitada? ¢Absolutameute continua?
Derivével? Achar os derivados a direita e integra-los em (0,.x).

' para O ey

I'NF INTTESEMATT

425 — Dadas as funcdes # e 5 de x e v definidas pelo

i s—log u--¢'=0 "\
SiStemasal v o0 WHCR
| s »?=0, caleule oy
3 "x dx
426 — Calcule / e .
Vox- ()»- v

(Y

PN
427 — Calcule o integral geral de y2| 1 ( dx) l«:; ;
428 -— Calcule a area limitada pela curva ‘,;,"3::‘4.1.;3 —ah,
429 - Calcule o volume gerado pela rotacao em torno de
OY da curva x2=y3—4y,

430 — Calcule /\lo (at-

1) axs

PROPOS IS

Indicacdo : partir do produto interno (a, ) de dois vecto-
res de £,. Nota : — O caso da simetria encontra-se em Lecons
sur la théorie des Spineurs, )o. Cartan, pag. 12,13. R.L.G.

432 — Mostre que, de todos os rectangulos que podem
inscrever-se numa elipse, tem a drea méaxima o que tem por
lados as diagonais dos quadrados construidos sobre os semi-
-eixos da elipse.

RESOLUCAO DOS PROBLEMAS PROPOSTOS

209 — Pela aplicacdo do método de Fubini vira:

‘(x—a) (x—b) sllhig
/ (v—c) (x—d)? 6)~Ilog(s—d) -+ (x—c¢)(x—d)
em que M ,N,O,P sao constantes a determinar.

Para que a primitiva se reduza a uma funcdo racional,

dy=DM log (x

tera que ser nccessariamente M=N=0, logo:
‘(v—a) (x—b) Ox+P
/ (F=c)t(wv—d) F—c)(z—d)’

Derivando esta igualdade vem :

(x—a) (x—b) O(x—c)(x—d)—(0Ox+P) ) (22—

(x—c)(x—d) (w=cp(x—d)y
donde

—a)(x—b)=0(x—c) (*—d)—(Ox+P)(2x—c—d)

—(a+0b) x+-ab=—0x*— °P\~L0cd+P(c -d).

Ideutlflcando O=-1, —(a+ ())~— -2P, ab=0cd+P (c+d);
e eliminando O e P vem:
: a +b) (c+d) 3
ab=—cd+——5—— ou 2(ab+cd)=(a+b)(c+d).

O. MORBEY RODRIGUES

210 — Seja abede o conjunto pedido. Em qualquer base
(abede) = (a0000) +- (bede) e (ab000) > (bede) ;
portanto, se for (@0000)=2N, sera (bcde)=0N e 0<o<1
em que 0 € funcao ndo crescente da base considerada, para
cada sistema abcde. Seja % a razdo dos valores do nimero
(@0000) na base x considerada e.na base 10. Se for M —a.10i

teremos
(abede)y—= M (1+40)
(0l R
(abcde), —=kM (1+0")
A equacdo (a@bede),=2(abcde)y escreve-se kM (1-4-0")—=2M (1--0)
2(1-+6
ou k= f—_l:z,i)— . Vé-se imediatamente que tera de ser 2</<h.
i b
Gl
- <10 10000

Temos 114=14641 < 20000, 121=20736, 131=28561, 14i=

=38416 , 151=50625 > 40000.

As tinicas bases possiveis sdo pois x—=12,15,14.

O problema consiste em resolver em numeros inteiros
positivos e menores que 10 as equacdes ax!+bad+cx?-+de+-
+¢=2 (a, 105103 +¢ . 102-d10+¢) em que x tome os valores
12,13,14 e a,b,c¢,d, e sao as incognitas.

Para x-—12 a equacdo toma a forma 736a—2726—56¢—
—8d—e=0. ;

Parametrando, a solucdo geral pode escrever-se :
a=u+ov+Tw—t, b=t, c=13u+130+-92w —18¢, d=v, ¢=8u.

A discussio das solucdes desta equacdo forneceria todas
as solugdes do problema dado, para xv—12. Analogamente se
obteriam as solucdes para x=13, x=11,

Por e\'emplo para #=0,79=2,¢/=1,®
cdo (11820),—2 . (11820),,.

-0 temos a solu-

M. A.



