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UM PROBLEMA DE GEOMETRIA ANALITICA

Sejam
l a x+b y+c =0
J a' x+b' y+c!' =0
l ar! X"‘rb"y i_cH ‘)

as cquagoes de trés rectas ndo concorrentes. E rvepresentemos por
C,C', C" os complementos algébricos dos elementos c,c',c'
do determinante

aidbt e

alpb, ~c!

al bl ¢! |

N ==

A condicdo necessdria e suficiente para que o ponto P (x;,y)
seja interior ao triangulo formado pelas tvés rectas, é que

e G
(a. xi-+bi yitens A >0
(‘d' X,+b! Yy ) e =43

(&' x;+b" y, +-¢") - . =0

Na verdade, a identidade

C
(ax+by+ec) T+ (@ x+8' y+6) -

da-nos

C :
(ax+by+¢) 7 =1>0,

no caso particular de o ponto 22 coincidir com o vértice oposto
ao lado de equacdo axv-+bv+c¢=0. £ se o ponto € interior ao
triangulo, o sinal de e@x-+é6v+c¢ ndo varia com ésse ponto
(sempre interior!).

Logo,

(@ x+b y+c)-

: A
(@ %48 pie): 3
"

(aH A‘.I_:A[)H.,ly[ { CH) . A /‘,‘().‘

— Este problema foi enviado 2 Redacgdo pelo Professor da Facul-
dade de Ciéncias do Pdrto Doutor Madureira e Sousa.

CORPOS QUADRATICOS E SEUS IDEAIS

(CONTINUADO DO N.°

Chama-se norma de um numero « ao produto 7 (2)—=a.4,

a‘l . B
2, Sen satisfaz a equa-

de 2 pelo seu conjugado, que é igual a ¥
cdo a,r*+a; x+ay=0, e € um namero racional e inteiro se 2
for um inteiro. A norma de um numero racional é entdo igual
a0 quadrado do médulo e a norma de um inteiro » € um inteiro
racional.

I£ facil ver que a norma de um produto é igual ao produto
das normas-dos factores; efectivamente # (23)=(283)(23) =
=082 3l =n (o) n (8), por ser (2p)'=='p, isto & o conjugado de
um produto igual ao produto dos conjugados.

Chamaremos unidade de um corpo, a qualquer’inteiro : do

1
corpo tal que — seja também um inteiro ¢/, e diremos que um

inteiro 3 divide um inteiro o se existir um terceiro y tal que
2=f.y. Quere dizer entdo que ='=1, e portanto ' é também
uma unidade. Uma unidade divide todo o inteiro » do corpo

2)

1

z

No caso do corpo de Gauss as unidades sao

pois que 2. -9 visto que o produto de dois inteiros &

um inteiro.

Syl € ot
Diremos que dois nimeros = e  sdo associados se qual-
2

3
Z—=1e

)
quer déles € divisivel pelo outro; tem-se entao (7) -
; g o

2-—=:3, isto €, = e { s0 diferem por um factor unidade. De facto

¥

o o oA B
de (7) vem o=3- 7 elcomo s umuinteiro y e é também

il
um inteiro igual a - » y é uma unidade :, e 2=:.§.

)

Concluimos assim que todo o inteiro é divisivel pelas uni-
dades do corpo e pelos seus associados; se o inteiro nap tiver
outros divisores diremos que ¢le é indecomponivel no corpo e
como vemos esta nocao generaliza a de numero primo no



GAZETA DE MATEMATICA

corpo R. Demonstra-se que todo o nimero = cuja norma ¢
um ntmero primo ordinario ¢ indecomponivel em R ( V/m‘)-
Se for «=—=f 8, .- 8,, e pertencendo os 3 ao corpo nenhum
déles é uma unidade ou associado a =2, diz-se que aquela de-
composicdo de 4 & essencial ; ¢ esta decomposicao € equiva-
lente & decomposi¢io em factores primos no campo racional.
Concretizemos estas definigdes num exemplo. Seja o corpo
T ot R (lﬁ-[) V’f.")
R(y/=3). Os numeros do corpo sao da forma = v € 0s
inteiros da forma a--b{/—5; as unidades sio +1. A norma
de uminteirosera (a-by/ —5)(a—by —5)—a® 56>, Mas sucede
agora que existem no corpo numeros que tém mais do que
uma dzcomposicdo em faciores indecomponiveis o que nao
sucede no corpo dos nameros racionais, em que a decomposi-
cdo em factores primos € unica. Assim o namero 21 =3.7 =
-4V =B) (4— v =5)=(1+2v=3) (1
=5, s Y =5 5 LD
poniveis em R(y/ —5). De facto se 3={a+06y —5)(a,+b y-5)
entdo 3=aa,—Hb0, e 0-—ab,+ab, e da tltima tira-se

2y —H)em que osintei-

ros 3,7,4+ “5el1—2y —Hsdo indecom-

a
a,
4876 em que rai e rbi sdo inteiros ndo negativos, e como para
b,+=0 drbi>3 a primeira igualdade é impossivel e entao 4,0,
b=0, a=3 e a;=1 ou b,=0, =0, a=1 e @;=3 quere dizer
que 3 & indecomponivel. Analogamente se demonstra que Te

V-b5=(a+by—5)(a,+by—5)

T roua=ra;,e b 7b, , € por conseqiiéncia 5= raj-+
!

/

entdo tomando as normas, 21=(a*+56%)(ai+5bi) e por serem

indecomponivel. Se fosse 4+

racionais e inteiros os dois membros sera 21-—a*}50° e
1=a}-bb} sistema que tem as solucdes (a=—=4,0=1)(a,—=+1,6,=0)
que ndo satisfazem a (8) e as solucoes a=1,b=2ea "1,
b,=0 ou entdo 3-=e?+db* e T=a,+567 que é impossivel. Logo

L+ ¢ —5 é indecomponivel. Demonstracoes anilogas se fazem
para os outros nimeros.

As decomposi¢oes de 21 sdo por isso essencialmente dife-
rentes.

Um ntunero pode assim apresentar, num dado corpo, mais
do que uma. decomposicao em factores indecomponiveis, e
como conseqiiéncia toda a teoria dos nimeros racionais, que
assenta na decomposicio tnica de qualquer nimero em pro-
duto de factores primos, & insusceptivel de se geuneralizar.

Para obviar a éste inconveniente, Kummer que o tinha
notado quando do estudo da divisdo da circunferéncia em par-
tes iguais, criou o conceito de ntimeros ideais, nimeros de
que se fazia a adjuncdo ao corpo.

Mais tarde Dedekind modifica a nocao e em vez de um
numero nio pertencente ao corpo introduz um conjunto de
nimeros pertencentes ao corpo. Esta nocdo permite a decom-
posicdo tdnica de qualquer niimevo do corpo em factores ideais,

Vejamos num caso particular como se pode explicar o con-
ceito de ideal.

Consideremos o conjunto de numeros da forma tn4-1,
que ndo formam evidentemente um corpo, pois que a soma ou
diferenca de nimeros do conjunto nio pertence ao conjunto,
mas para os quais o produto e a divisdo se podem definir a
maneira ordinaria.

Seja entdo a sucessao 1,5,9, 13,17 ...
é claro que (dn-+1)<(dm+1)=4p+1.

Daquela sucessdo os ntumeros 5, 9, 13, 17, 21, 29 ... sao
indecomponiveis no conjunto considerado.

141

-1
V8
-1
Lo |

No entanto o numero 10857=111<77==21><517 pode ser
decomposto de 2 modos essencialmente diferentes, Da mesma
maneira 693=21><33=9><77 e 441=212=9><19.

Mas nés sabemos neste caso como restabelecer a decom-
posicao tnica. Basta juntar ao conjunto dos niimeros conside-
rados, quando por exemplo se trata da decomposicdo de 10857,
os nameros 3,7, 11 e 47. De modo que 10857 —=3><T><11><47 .

[Esta era a idéia de Kummer: a adjuncao de certos niime-
ros que ndo pertencendo ao corpo restabelecem a decomposi-
cdo tnica. Notemos que 3 pode ser considerado como o m. d. c,
de2leldl, T om.d.c.de21 e 77, 11 om.d.c. de 77 e HlT e
47 0 m. d. c. de 141 e 517,

Se designarmos pelo simbolo j=(a,b)
sor comum dos inteiros @ e b o numero 3 do exemplo anterior
é exactamente igual a (21,141). E o namero 10857 pode
escrever-se 10857=(21,141)(21,77)(77,517) (141,517).

Vejamos agora como se define ideal no corpo quadratico,
segundo Dedekind.

o maximo divi-

Chama-se ideal do corpo R (Vm) e designa-se por
j==(%,3,v---) um sistema infinito de ntumeros do corpo tais
que toda a combinacac linear =7 i-3uw-7v+--- dos nameros
%, B,y em que os coeficientes ~,u,v.-- sdo numeros intei-
ros do corpo, pertence ainda ao corpo.

Em particular um ideal chama-se ideal principal, quando
os nimeros que o definem sdo miltiplos dum inteiro do corpo
J=(2, 20,24 ---) escreve-se entdo f==(z).

Quando um ideal contém 1 ou um divisor : de 1, chamar-
-lhe-emos ideal unidade e designa-se pelo simbolo j-—=(1).
Define-se entdo, igualdade de ideais, produto de ideais, etc,

Apliquemos agora estes conceitos a decomposicao de 21
no corpo R/ —5) ja estudado.

Formemos os ideais do exemplo anterior (3,4 {/ H)
(8,4—v=5), 8,1+2vV=5), (8,1—-2¢y=5), (7,44 v-3),
(% desyiel), €051 + 2 —8), (s 12 V=5) (4 +- V¥V 51 1BV —5),
44 ¢=5,1—4y/7B),(1— W—5,142y-5),{4— V518 y—5)

0 que nos vai permitir tornar tinica a decomposicao 3:<7 de 21.

Os ideais que formamos ndo sio todos diferentes uns dos
outros. I+ facil ver que (3,45 ¢/--5)—(3,1—=2y/--5) porque
5)=1-2y—5. Quere dizer (3,44 ¢/ —5)—
=5 , 1= 39/ =5),
B)s (7T,44-¢/—5) e (1,4—y/=5); ora
5)=(9,124+-3y —5,12 -3¢/ —=5,21,3)
D=7 ; 4+ —B) {7 54— V—B) =
5,28—7y—5,21) e portanto 21=(3, 44 y/=5)
A+ —5) (7,4

decomposicao tnica do nimero 21 no corpo R(-5)-

S6 sao diférentes os ideais

/5) o que restabelece a

J. DA SILVA PAULO

NOTA :— Os exemplos foram tirados da traducao fran-
cesa do livro de J. Sommer, Iutrodiction a la théorie des 1nom-
bres algébriques. Podem consultar-se com proveito além déste
livro os seguintes:

Hilbert — T'Zéorie des covps de nombres algébriques.

Bianchi — Teoria dei numeri algebrici.
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