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PROBLEMA PROPOSTO

652 — Sejam  Qg=[ng, 7, - 0] € Qp=[k, 1, + &) dois
pontos do espago projectivo de » dimensdes e
@y Egt+ag B4+
a equacdo de um hiperplano =.

= a, E;,:O

Se Q, e Oy ndo pertencerem a =, € sempre possivel
determinar uma linha (stetiger Weg) — 4=f: (¢), f; funcao

continua — que passe pelos dois pontos e ndo intersecte o
hiperplano =.

Nota—Escrever fi(#)=(1—f)n+% ().

Comparar éste resultado com o que se passa no espago
ndo-projectivo.

() Schreier-Sperner — «Analytische Geometrie» — I —
pag. 142. R. L. G,

RESOLUCAO DE PROBLEMAS PROPOSTOS NOS N.°* 4 e 5

431 — 1) Convenyoes.—Designarei por ¢y ¢, -+ ¢, 0s vecto-
res que suporei sempre ortogonais unitarios, de forma a quer
sendo xv=xa'e;, y=y'¢;. Seja xi=w=xe¢.

2) A fung¢do v (x).— A generalidade da funcdo v (x) tem
de ser limitada por 7 dever ser um operador linear: 7(xv+y)=
—Tx+ Ty, TOx)=2Tx o queda p(x+y)=v@)+p(y)
». (W) = Ju (x) ou finalmente w(x) — x'y; (em que x =x'e’
vi==w(€)).

3) 4 transforma¢do Tx—x+pa.—Sendo x—x'e, a=a'e;,
p(@)=a'p;, vem &'=Tx=x'¢+x"p,a e¢—e (3" +a"p a)=
—¢' v em que ' —xifx‘uai=4x" em que 2 —=dji+u.a.

4) T ortogonal.(Definiremos produtos internos x| y=a'y').
— Supondo que @ nio é is6tropo, tornaremos @ unitario mul-
tiplicando p. por um factor conveniente. Escolhemos o sistema
coordenado de forma que ¢,—a, o que da a-—3:. A condi-
C30 o} 4f —d, escreve-se (5j-+ v, ) (8 +w, i)=Y, ou, notando
que ¥ =08y, Si[ud 4w S+ S ] =0 ow p ¥+ w S+

Fu, =0 fazendo k==n, I£n vem u,p,=0 k=1--n=1,
fazendo k—I-—n vem 2p,+p2—0 desprezando a solucido sem
interésse p,—0, temos p,=—2, o que da p(¥)—-2(x|a)
|@ unitario]. Esta expressdo, tendo o caricter tensorial dum
invariante, é valida com quaisquer coordenadas e  é facil ver
que o operador 7wx=x—2(x|a@).a € ortogonal, pois muda o
sinal da componente segundo @ e conserva as outras. @ € di-
reccdo unida com valor préprio —1, e as n—-1, direccoes
do hiperplano perpendicular a @ sdo unidas com o valor pro-
prio +1. _

5) T unitirio (produto interno x/v—x'y'); tomando ainda
@ unitario para vector cordenado ¢,, a condicdo 2} a'=d;, es-
creve-se (34w 3i) (3 +p08)=0, )+, +p, »,=0; fazendo
vem ainda u,—0, #4

b=Il+n 1,.--n—1 e para k=Il=n,

vttt 1, =05 seja v,=r+is vem 2¢-+#2+s2—=0 ou, intro-
9

—-———(1+it) ou, pas-
a+ tg)( ) P
sando para coordenadas gerais (@ unitdrio) o) =

para #-—0 vem a solucdo real ja

duzindo um parametro real #

L =

9

e t‘)(l i) (x| a);
obtida para o caso de 7 ser ortogonal.

6) T de projecc@o. — Suponhamos que 7" anula as com-
ponentes segundo os vectores coordenados ¢, :---¢, e con-
serva os componentes segundo ¢, ---¢,. Serd entao aj—0,
Sit+uw.a=0 7=1-.-5p

p+lo-m

i=1-"p, ai=0i, i=p+1--n ou % TR AT
St @' =8} i
(pg@i=—8 f=1--
wy @0 i=p+1,--n
rao todos os a', para i—p{1---n, e no caso de serem nulos

ou nao sendo os p; todos nulos se-

todos os pi menos um y;, poderd ser @'50, ou a'=-——
.

(seria facil de ver geométricamente que a soma a + dum
vector de direccdo fixa ndo poderia anular uma variedade
de E, a mais de 1 dimensdo). A traducdo disto em notacdo de

produto interno € p;— — é entdo,

1t ! x|a
e e (‘\:) B ¥ T 5
V(a a) a'a
supondo de novo a unitario 7x—=x--(xv|@)a, queé eviden-
temente uma projecgdo ao longo de @ sobre o hiperplano per-
pendicular a @. As direccdes unidas s3o a de @ (valor pro-
prio 0) e as do hiperplano ortogonal, com valores proprios
iguais a 1.

7) T simetria. — Supondo x| y—=x'y' podemos tomar
para ¢, ---¢,., as direccdes do hiperplano de simetria, €

e : Tx|ei—x|e
para ¢, a direccdo normal. Terd de ser

Tx|e,=—x|¢,;

(bt v, gl =2t & piiaie=0 . 2
A O ! ' _» dadaaarbitrariedadedos
Va2 v @t =—2" | Ay = 20"

2x"
x* terd de ser @'=0, i=1-.-#—1, " v, == — em forma tensorial

a

L 2(x]a) :

p(x)=—-+-- - Isto prova que & tem de ter comprimento

ala
nao nulo, pois numa direccdo isétropa ndo pode ser tomada
para direccio cordenada. Supondo agora que @ € unitario,
vem p(x)—= - 2(x|a), Tx—x —2(x|a)a (igualdade com
cardcter tensorial). As direccdes unidas sdo as de @ (valor
proprio 1) e as direcgdes ortogonais a @ (valor proprio +1).
Veé-se ainda que se foi conduzido ao mesmo resultado que ao
investigar se- 7" € ortogonal. Ou seja, um operador da forma
v/ —=x-+p (x).a se for ortogonal é uma simetria, em que o

hiperplano de simetria é @ | y 0.
(T Mairio de Alenquer
Dedugdo mais simples :

4) Ortogonal. — O simbolo [z, v] = 21‘,—_\',-, permite-
i=1

-N0S escrever e, e = T! Tx,xi-f [t 2] ou

(¥ + pa,x +pa] =[x, x|, 2pl[a,x]+ple,a]=0, v ()=
o Aayx] » [a,a] =0,
[a,a] e

5) Unitdria. — O simbolo  (x,y) — 3\ ¥, ¥;, permite-
=1

-nos escrever T ) =L Lo s ) = (3 %) ou

(xtpa,viva)=(v,x), [(@,a)=1], v(a,r)+ pla,x)+pp—0
[+ (@, )] [p(a,2)] - [(a,2) 2
p(x)—(e’? —1).(@,x). E o mesmo simbolo leva imediata-

=0, pt+(a,x)= eio(a,_u'),
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mente & forma de ;. para os outros operadores — projeccdo e
simetria.

NOTA — As deducdes do autor estio bem; mas ressen-
tem-se da circunstancia de ndo pertencerem ao dominio natu-
ral dos respectivos problemas — problemas de operadores
em um espacgo real ou complexo onde se definiu préviamente
um produlo interno. R.L.G.

548 — a) A transformacao x— 7« definida por xi—/i x*
representard uma rotacao em torno da origem se forem inva-
riantes: «) a distancia de dois pontos: d(xy)—=d(xy), B)
a orientacdo de um triedro.

A condigdo j) ‘é satisfeita se for positivo o determinante

. A primeira condigdo exprime-se: v (x' -y = 2 (xi—9')2
2 ()= (1 31) (i) =l 0 ) (O 37— 37)
e v(r — 1")’ L(v )2+

‘1"2 (¥)2—2 2 'y’ e identificando as duas expressdes vem

SN LIRS [ SR} (P

I ,‘"8,, como condicdo necessaria e suficiente, acrescentan-
do-lhe |Z;|>0. Estas duas condices caracterizam a matriz
ortogonal de determinante 1. :

b) Seja w=c'e; o vector unitdrio do eixo das rotacées.
Qualquer vector P—O tem uma componente segundo w e
uma componente perpendicular a w: P—O=[(P—O0) | w]w+
+{(P—0)—[(P—0)|w]w|=(0—0)+(R—0). A rotacio deixa
invariante O—O; R—O sendo perpendicular a w é transfor-
mado em R—O=(R-0O)cost+[wA(R—0)send, donde

—0=0—-0+R—0=(0— ~0)+ (R—O)cost+ [wA(R—O)]senf=

'[(P~— 0)|w]w+ | (P—0)—[(P—0)|w]w|cost+w A | (P—O)—

—[(P—0) | w]w|sen =[(P—0)|w] (1 cos ) w (P 0)cos b+
+w A (P—O)seno. Tomando coordenadas P—O=(xc)(1—

-€080) . c* ¢, +x" €, cos 0+¢;f ¢/ vie, sen b—=¢, | x' [¢; ¢ (1—cos 0)+
+8§-‘ cosO+eifcisent]|, ou li=c;c"(1—cos0)+dcost+ec'seno,
que € a expressao pedida.

¢) Fazendo 7—% vem (sem somacado) /i—c;ci(1—-cos6)+coso
ou em coordenadas cartesianas ortogonais /i—(c;) (1 cos 6)+

, li—coso
donde c¢?= Teaood

+4-cos 0, e somando em 7 os valores de /
e notando que Z(Q)‘f -1 vem El:f 1+2cos0. Vé-se ime-

; 0
diatamente que B =14-tg , @/ em que w € o vector (crexcs).

w A. Aigualdade x—=(5')"! Bx escre-
; 0 4
Bt a=Bx, ~ou.; %=tb 2 WA ¥=x+tg =

Bt x 0
E também B'—1 -tg 2

ve-se wAxN, ou

]
L) v—w=tg 9

w A (x-+x). Consideremos o paralelogramo de

vertices O, x,x,x+ x. Aigualdade (1) exprime que: @) v—x

¢ perpendicular a x a4, ou seja que as diagonais do parale-

logramo considerado sdo perpendiculares, e que éle é um
losango : ou seja & e x tem o mesmo comprimento;d) ¥ - &
perpendijcular a w .

As condicbes @) e ) chegam para caracterizar uma rota-
¢do em tornode w. Verifica-se igualmente que o angulo dessa
rotagdo € 0, notando que v —x existe num plano perpendi-

cular a w, e que o comprimento de w A (v+x) também per-
pendicular a w, € a projeccdo de x+a sobre o dito plano.
Midrio de Alenquer
Solugao original para a qual se podera apenas
RiEYG.

NOTA —
repetit a observacao relativa ao problema 431,
0

552 — Seja S=2 n, Sendo S uma série de termos

i, =2

positivos podemos escrever S=— 2 S,, em que S,= Z R

m=

202

Ora.S, éuma progressdo geométrica, donde S, =

A 1

1—n!

1
—_41) Portanto S=-

n(n ER T e TSR
L e : L AN DA L 1N
VLGS - A1 e SWKT“ 2"/)+ o ot 3‘) he

R Lo\ erwfd. 1 2 e
05 roier, oo )T(“ﬂ nii)T 7 e ostermos desta série des-

troem-se 2 a 2 a excepcao do primeiro, donde vem S=1.
Maério de Alenquer

NOTA—A resolucdo do problema anterior conduz ao calculo
& 1

) ke & v .
i cu
da soma da série numérica convergente = TPSTh jo
. ey 1 L
termo geral pode escrever-se u, = TS i e

A aplicagao do teorema adiante enunciado resolve, simul-
taneamente, o problema do estudo do seu caracter e do cal-
culo da sua soma., ]

«Se o térmo geral duma série numerica for da forma

za v(n+d), com 2“"“» ST 11111@(%) é finito,"a

=0 =0

serie de térmo geral u, é convergente' e a sua soma €
S=ayy(1)+(@+a)o @)+ +(at+ay+ - +a,.)u(p)+(a+2a+
+ - +pa)limo (n)».

3 n—>o0

E imediato que o térmo geral da série dada satisfaz acon-

dicao necessaria de convergencm 11m u,=lim 2 a,o(n+i) =
n

>0 i
Y a-0. S, =ans (1) +
i=0

Ha+a)e(2) + - +(@+ar+

+ap) ?(” i'l) e (an—l 4‘“1/) oH+P—

S=1lim S,=ays (1) +(ao+a) o (2)+- - +(ay+a -+

~ > 00

+(ay+2ay+ - ~Fﬁa,,)liglq(}l).

=limo(n) . Por outro lado €

+a, )o@)+(a+at - +
D+a,o(nt+p) e
+az!-')".’(ﬁ)+

A. Sé da Costa
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SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

A Direccao da S. P. M, na sua ultima reiinido, deliberou
dirigir uma circular aos associados pedindo o envio de comu-

nicacoes cientificas para leitura em reiinides da Somedade a
realizar em breve.

Serao também possivelmente organizadas séries de con-
feréncias.
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