GAZETA DE MATEMATICA

A LOGICA MATEMATICA E O ENSINO MEDIO

(CONTINUADO DO N.° 5)

) — Dada uma proposicac condicional 2 (X), suponhamos
que existe uma, e uma s6, determinacdo de X, que represen-
taremos por X#, para a qual a proposi¢do «(X) é verda-
deira ", Déste modo, a proposicao «(X*), incondicionalmente
verdadeira, traduz uma propriedade exclusiva de X#, e sera
portanto possivel definir o elemento X* 2 custa dessa mesma
propriedade: «X*# é o elemento que satisfaz a condigdo = (X*)»,
ou, em termos de Logica matematica, «(X=X"*)=a(X)» @.
Obtém-se, por éste processo, uma defini¢do logica da entidade
X*#, Por exemplo, «X €& o sucessor de 4» € uma propriedade
que pode utilizar-se para definir o nimero convencionalmente
representado pelo simbolo 5, e assim teremos, por defini¢do,
«b € o sucessor de 4»,

Para que, segundo o processo indicado, uma dada propo-
sicdo «(X) possa conduzir & defini¢io dum elemento, é evi-
dentemente necessirio que existe uma, e uma so, entidade Xk
que satisfaca i condicdo « (X *#). Todaa definicdo dum elemento
deve, portanto, logicamente, ser precedida duma proposicao
de existéncia e de unicidade. £, contudo, natural admitir a pos-
sibilidade de um mesmo elemento ser definido de modos dife-
rentes, isto &, utilizando proposicdes condicionais distintas;
assim, a anterior definicdo (do numero 5) sera equivalente a
seguinte: «(X=5)=(X € o m.d.c. de 20 e 15)». Havera por-
tanto, entre as propriedades dum ser, uma que se toma, um
tanto arbitrayiamente, como propriedade definidora (em geral,
produto logico de um conjunto de propriedades), sendo as
restantes consideradas apenas conseqiiéncias da definicao.
Convém, evidentemente, aceitar como definidora a proprie-
dade que se afigure mais simples, — mas compreende-se que,
muitas vezes, se torne dificil, até impossivel, a determinacdo
duma tal propriedade elementar ®. :

Notemos agora que, além das definicoes de elementos, se
devem considerar ainda as definicoes de classes (ou de con-
juntos). O processo €& analogo ao anterior: define-se uma
classe (ou um conjunto), indicando uma propriedade comum
a todos os elementos dessa classe (ou désse conjunto), e s6 a
ésses. Exemplos: I) Definicao de quadrado perfeito : «(v éum
quadrado perfeito) =(Existe um inteiro y tal que x=21%>»;
1) Definicdo de mediatriz dum segmento: «(.X & um ponto da
mediatriz do segmento AB)=dist (1,X)=dist (B, X))». Neste
caso, as condi¢des de existéncia e de unicidade deixam de
constituir um motivo de preocupacdo, visto que o conjunto
dos elementos que satisfazem a uma dada proposicao condi-
cional » (X)) existe sempre e ¢ iinico; pode apenas tal conjunto
nio conter elemento nenhum (recebe entdo o nome de con-
Junto vasio) V. Assim, existe, e ¢ determinado, o conjunto dos
nimeros primos multiplos de 4, embora tal conjunto seja
vazio ; analogamente, é vazia a classe dos triangulos rectan-
gulos equilateros.

Devemos, finalmente, referir-nos a definicoes de operado-
res ou relagoes. Exemplo: Por meio da equivaléncia «(A recta «x
é paralela a recta y)=(As rectas & e y pertencem ao mesmo
plano) (Ndo existe nenhum ponto comum a & e a y)», fica defi-
nida a relacdo «paralelo a», entre duas rectas. Ndo deixare-
mos, contudo, de afirmar que se pode, mediante um artificio
muito simples, fazer entrar éste tipo de definicGes, no pre-
cedente.

Como se vé, uma definicdo ndo €, no fundo, mais do qtie a
atribuicdo dum nome ou, o que vem a dar o mesmo, a repre-
sentacdo por meio dum simbolo, da entidade ou da classe de
entidades, que gozam duma certa propriedade: o objectivo é,
pois, resumir, por meio dum unico simbolo, o que, antes disso,
s6 era exprimivel por meio de varios simbolos. Assim, as
definicbes sdo proposicdes, incondicionalmente verdadeiras
por nossa propria deliberacdo, isto €, por conveng@o, e tém por
fim, ndo s6 a economia de tempo, como ainda maior clareza
de expressao: é, sem davida, muito mais comodo dizer «cir-
cunferéncia» do que «conjunto dos pontos dum plano situados
a uma mesma distancia de um outro ponto désse planoy, prin-
cipalmente, se notarmos que esta nocao € de uso correntis-
simo em Geometria.

10 — Em qualquer teoria matematica, construida segundo
os preceitos da Logica, comeca-se por fixar um certo niimero
de nocdes (as nogdes primitivas) e um certo nimero de pro-
posicoes (os postulados), de modo que satisfacam as seguintes
condicdes: 1) Todas as entidades consideradas nessa teoria se
podem definir & custa das nog¢des primitivas ; 2) Todas as pro-
posicdes categoricas que, na mesma teoria, se formulam como
verdadeiras (excepto as definicdes) sdo conseqiiéncias logicas
dos postulados; 3) Os postulados sdo compativeis, isto & nao
conduzem a contradicdo; 4) Nenhuma nocgao primitiva se pode
reduzir, por meio duma defini¢do, as restantes nog¢des primi-

‘tivas ; 5) Nenhum postulado se pode deduzir dos restantes pos-

tulados @, Em virtude destas condicoes, os conceitos pri-
mitivos ndo serdo susceptiveis de definicdo, e os postulados
serao indemonstrdveis : uns e outros se aceitam geralmente,
como dados fornecidos pela infuig¢do, no contacto com a reali-
dade sensivel. Assim, por exemplo, na Geometria que se
estuda nos liceus, ou Geometria euclidiana, ¢ #so tomarem-se,
como primitivas, entre outras, as idéias de «ponto», «recta»,
«planoy», «situado entre»; e como postulados, entre outras, as
seguintes proposicées: «Por dois pontos distintos passa uma
recta, e uma s6» ; «Dados trés pontos distintos, pertencentes a
umarecta, existe um, e um sé déles, situado entre os restantes»;
«Por um ponto exterior a uma recta passa uma, € uma so,
paralela a essa rectas.

Além dos postulados, consideram-se em Matematica mais
dois tipos de proposicoes: as defini¢oes nominais e os teore-
mas. As primeiras, de que ja tratamos desenvolvidamente no

() Pode comparar-se =(X) a uma equacéo que admite uma solucédo
tinica X*; déste modo, = (X¥) corresponde a identidade em que € con-
vertida essa equac#o, quando se faz X=X*#.

2 Como ja fizemos anteriormente (obs. 2), § 7), usamos o sinal =
para exprimir identidade; assim «a=b» significa que @ representa o
mesmo elemento que b.

) A propriedade com que, historicamente, uma entidade se da a
conhecer pela primeira vez, nem sempre € a mais indicada para uma defi-
nicdo 16gica dessa entidade: € o que sucede por exemplo, com o ntimero =.

() Ha nisto, € claro, apenas uma convenc#o: uma extenséio natural do
conceito de conjunto, em vista da comodidade de linguagdem que dai
resulta,

™ As condicoes 4) e 5) ndo sdo indispensdveis para o desenvolvi-
mento 16dico da teoria; compreende-se, todavia, a vantagem que hd em
reduzir a um minimo o numero das entidades que ndo se definem e o das
proposicdes que ndo se demonstram, sendo 6bvio que tal minimo existe
necessariamente.
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§ anterior, introduzem novas nogoes, a custa dos conceitos
primitivos, com o objectivo de contribuir para a brevidade e
a clareza do discurso. Os teoremas sdo aquelas proposigoes,
distintas dos postulados e das defini¢des que, segundo a con-
dicdo 2), se podem deduzir dos postulados, isto &, que sao sus-
ceptiveis de demonstragdo.

Pode suceder que, dado um teorema a, nd0 s6 seja pos-
sivel deduzir «; dos postulados admitidos, como até exista
um postulado «, que seja implicado por =, quando se admi-
tem os restantes postulados; isto & as proposicdes o €
serdo, em tais condicdes, equivalentes, e podera substituir-se
s por s;. Isto mostra que a escolha das proposigoes que
hio-de figurar como postulados, numa dada teoria, apresenta
um certo grau de arbitrariedade: devem preferir-se, € claro,
as proposicoes de enunciado mais simples, mas podem surgir
neste caso, as mesmas hesita¢des que apontdmos, a respeito
das definicoes. Analoga liberdade de escolha se verifica para
as nocdes primitivas. Por exemplo, em vez do conceito de
«rectay, podem tomar-se como primitivos o conceito de «dis-
tancia (entre dois pontos)», o de «direccdo», etc. Analogamente,
demonstra-se que o postulado das paralelas (Por um ponto
exterior a uma recta passa uma paralela a essa recta, e uma
s6) se pode substituir pelo teorema, segundo o qual a soma
dos angulos internos dum triangulo € igual a um angulo raso
(a ultima proposicdo passaria entdo a ser um postulado € a
primeira, um teorema).

Em virtude do que dissémos nos §§ anteriores, fica per-
feitamente esclarecido o significado de expressées, tais como

<hipétese» e «tese» (dum teorema ou dum postulado), «teore-

remas reciprocosy, etc.

Devemos ainda notar que nao existe uma distin¢ao fun-
damental entre definicGes e postulados: éstes sdo apenas,
como ja se tem ditd, defini¢cdes disfargadas, que limitam a in-
determinacdo dos conceitos primitivos.

11 — E normal, no ensino médio, para demonstrar (e ate
para enunciar) um teorema de Geometria, fazer uso de figu-
ras, cujo papel ndo ¢, unicamente o de facilitar a compreensao
da matéria, mas ainda o de substituir uma parte importante
da demonstracdo (ou do enunciado): omitem-se muitas passa-
gens, apenas porque sdo sugeridas, intuitivamente, pela figura,
Perde-se, déste modo, em precisdo, o que se ganha em clareza,
— se pode chamar-se claro ao que & superficial . As pro-
priedades que, intervindo na demonstragao dum teorema, nao
sdo geralmente invocadas, sdo as que envolvem os conceitos
de «pertence a» e «situado entre», — chamadas propriedades
topologicas. Por exemplo, o facto de um ponto ser interior ou
exterior a um poligono é uma propriedade topolégica. Tém
de especifico estas propriedades nao serem alteradas quando,
por exemplo, se substituem segmentos iguais por segmentos
diferentes, angulos rectos por angulos ndo-rectos, segmen-
tos de recta por convenientes linhas curvas, ete. — contanto
que a posicdo relativa dos pontos seja respeitada®. Dai o
dizer-se que «a Geometria é a arte de raciocinar sobre figuras
mal feitasy.

Para que uma demonstracdo seja impecdvel, do ponto de
vista l6gico, ¢ necessdrio que ndo dependa, de maneira nenkuma,
da figura utilizada, de modo que, abstraindo desta, a demons-
tragdo mndo seja afectada em qualquer pormenor. Nao preten-
demos, com isto, insinuar que se deva por completamente de
parte a figura: pelo contrario, hd grande vantagem no seu

uso (devidamente acautelado), como poderoso auxiliar da
intuicdo. Nao deixaremos, contudo, de aconselhar, como optimo
exercicio para combater os habitos de raciocinio provenientes
do uso imoderado das figuras, fazer a demonstracéo de alguns
teoremas,semrecorreraimagemgeom étrica intuitiva. I, porém,
necessario, para tal conseguir, além dum conhecimento per-
feito de todas as propriedades que intervém na demonstra-
cdo, o emprégo dum sistema de notacaes, muito mais minu-
cioso do que os ordinariamente adoptados (ndo esquegamos
que as nota¢des correspondem a verdadeiras definicdes, e qual
o papel simplificador das definigoes). Os simbolos vém déste
modo substituir o desenho, o que representa um progresso
decisivo no sentido da depuracéo logica dos métodos.

12 — Vamos, neste §, introduzir algumas convengoes
que teremos necessidade de utilizar. Como simbolos repre-
sentativos de entidades, empregaremos letras do alfabeto
latino em redondo: maitsculas (A, B, --), para os pontos;
minusculas, (a,b,x,:--), para 0S NUMeros; minuasculas
encimadas dum traco (x,a,---), para as rectas; minus-
culas entre colchetes (|y],[b],::-), para as figuras geomeé-
tricas em geral. Em particular usaremos letras latinas minus-
culas, em itilico, (@, , ), para designar numeros inteiros.
Quando nada se diga em contrério, estes simbolos repre-
sentardo seres indeterminados, dentro dos limites impostos
pelas condicdes anteriores: assim, A e B designarao dois pon-
tos quaisquer, independentes (coincidentes ou distintos) ; resulta
ainda das convencdes estabelecidas que proposicdes, tais como

«A,P e X sio pontos», «r e y sdo rectas» «k ¢ um nimero»
sdo proposicdes reconhecidas, uma vez por todas, como incon-
dicionalmente verdadeiras, e, por isso mesmo, dispensaveis
nos enunciados das outras proposicoes. O sinal ' sera aqui
utilizado com a mesma funcdo que se lhe atribui vulgarmente
(excepto quando se aplica as proposicdes, caso em que
exprime negacao).

Em vez do térmo «igualdade» aplicado as figuras geomeétri-
cas, usaremos o de «congruéncias: «[a] é congruente a [b]» signi-
fica o mesmo que, no sentido ordinario, «[a] € igual a [b]»;
e escreveremos, para exprimir éste facto, [a] =[b], em vez
de [a] —=[b]. O sinal = fica reservado para exprimir identidade.
Notemos que, no caso dos nimeros, «igualdade» € sin6nimo
de «identidade».

Adoptaremos ainda as seguintes notagoes : ¢ (perfence a);

- (distinto de); || (/)aralelo ou paralela a); AB (recta def. por A e
por B); AB (segmento de extremos A e B); AB (semi-recta que
tem por origem A e que passa por B); AB-! (semi-recta oposta
a AB); AOB (angulo convexo cujos lados sdo OA e OB)

a.b (ponto de intersecgdo das rectas @ e 6); [ABC] (triangulo
de vértices A, B e C); Ae[P, Q] (A estasituado entre P e Q).
Convém ainda ter presentes algumas regras: num triangulo

[ABC] o angulo oposto aolado AB é ACB (as letras exteriores

() E inteiramente justificdvel a orientacdio intuitivo-racional, que
se imprime ao ensino da Geometria, nesta fase de iniciacéo (ainda n#o vai
longe o tempo em que se ensinava Euclides, 2 maneira de Euclides...);
o que ndo podemos aceitar, € que muitas vezes se apresente como demons-

racdo, o que ndo é demonstragdo, e como definicdo... o que nada define.

@) Poincaré da intuitivamente a idéia de «propriedade topoldgica»,
dizendo que sdo topolégicas aquelas propriedades duma figura que se
conservam, mesmo quando esta é gdrosseiramente reproduzida por uma
crianca,



GAZETA DE MATEMATICA

wn

sdo as que designam os vértices do lado oposto); AOB~! sera
um angulo adjacente a AOB (lado comum OA); A-'1OB, o
angulo verticalmente oposto a AOB; AOA-', um angulo
raso, etc.

13 — Podemos agora, por meio do simbolismo adoptado,
" enunciar algumas proposicdes da Geometria euclidiana :
=:([a] =[b]).([b] = [¢]) — ([a] = [c]), (Propriedade tran-
sitiva da congruéncia entre figuras geométricas).

6:(A,B,C ndosao colineares).(A§C>AeB) —»(AC>AB)®,
(Em qualquer triangulo, a um maior angulo opde-se um maior
lado).

%:(P,Q,R nio sio colineares).(PQR =1 recto) —> (PR >PQ),
(A hipotenusa dum triangulo rectangulo é sempre maior do
que os catetos).

Teorema de Thales: (M,N,P,Q sdo colineares). (M'N'P'Q/
sdo colineares). (MM'||NN'||PP'||QQ/).(M=£N).(P+Q) —
B

M NF=2PIO

Veja-Se que, por éste processo, a hipotese e a tese ficam
sempre postas em relévo. Além disso, os enunciados em lin-
guagem corrente nao sao, de nenhum modo, mais precisos do
éstes, apresentados em linguagem simbélica. Ndo esquegamos
ainda que (Obs. 1), § 7)) é indiferente adoptar éste ou aquéle
simbolo no enunciado dum teorema, desde que se respei-
tem as convengoes: assim, no enunciado do teorema 0,
podemos, por exemplo, substituir A ,B, C, respectivamente,
por P,Q,R. Em particular, fazendo em o« a substituicdo:
P por R, Q por Q, R por P, a hipétese nao muda de aspecto,

enquanto a tese toma a forma «PR>QR» (o cateto PQ foi

substituido pelo cateto QR , sem que tivesse havido alteragio
do teorema). E ainda para notar como o enunciado, que apre-
sentamos, do teorema de Thales, inclui todos os casos possi-
veis: possibilidade de alguns dos pontos M,P,N,Q, coinci-
direm ; arbitrariedade na disposicdo dos mesmos ; possibili-
dade de as rectas MQ e M’Q' serem paralelas, etc.

Visto que, segundo as propriedades 1) e 2) do § 5, se
tem (h-—t)=('—H!), serd sempre possivel enunciar um
mesmo rteorema, pelo menos de duas maneiras distintas.
Assim, o teorema® «M pertence a mediatriz de AB)-—

—> (AM = BM)» [Qualquer ponto da mediatriz dum segmento &
equidistante dos extremos désse segmento], pode ainda enun-
ciar-se como segue: «(AP=BP)' —> (P ndo pertence 2 mediatriz
de AB)» [Todo o ponto ndo equidistante dos extremos dum
segmento ndo pertence a mediatriz désse segmento] ; notemos
ainda que o reciproco déste teorema é verdadeiro, o que per-
mite substituir a seta pelo sinal =. ~

14—Proponhamo-nos demonstrar agora o teorema 2, enun-
ciado no § anterior, admitindo como verdadeiros o teorema 6 do
mesmo § e o teorema (3 seguinte: «(U, V,X ndo sdo colinea-
res) (UVX =1 recto) —> (UXV< UVX)». Para isso, represen-
temos por iy, e h,, respectivamente, as proposicoes «P,Q,R
ndo sio colineares» e «PQR = I recto» ; a hipétese & de = sera
entdo fi=h;. Ny, De h resulta, pelo teorema §: POR > PRQ
(prop. ?); de &, e 2, deduz-se, conforme 6: PR >PQ (tese ¢
do teorema «, que déste modo fica demonstrado). Podemos
por em evidéncia todas as passagens da demonstragdo, utili-
zando o seguinte esquema (a chaveta indica que se deve tomar

o produto légico das proposicGes abrangidas):

)
2 o e el
f=h hy $ohy s-—>ty

ou, mais simplesmente, i —> ;3 —>*t, donde f—>1 (teo-
remas); a implicacdo h—>23 (ou, o que é equivalente,
f—> £,9) ndo ¢ mais do que o teorema B; por outro lado, a
implicacdo #,3—>+t vem a ser o feorema 0. Para reconhecer
a identidade entre estas implicacdes e os teoremas indicados,
basta fazer nos enunciados uma conveniente mudanca dos
simbolos, tendo em vista a obs, 1) do § 7. Pode escrever-se
ainda (§ 8): B—> « (segundo 6).

Nesta demonstracdo empregou-se, como se vé&, um tnico
silogismo: mas raramente isto acontece. O exemplo seguinte
darda uma idéia do numero surpreendente de propriedades
que se aplicam numa demonstracdo, aparentemente simples,
de Geometria elementar.

Seja o teorema y seguinte : «Todo o angulo inscrito numa
circunferéncia & congruente a metade do angulo ao centro
correspondente» ; e demonstremos éste teorema no caso em
que um dos lados do angulo inscrito passa pelo centro da cir-
cunferéncia ; isto & demonstremos o teorema y*, cuja hipo-
tese A*# é o produto l6gico das condicbes: #;: [x] €uma circun-
feréncia de centro em O; fi,: Ae [x]; f3: Be [x]; f4: Ce[x];
fs: A EB; hgt A£C; At BEC; g OeBC; ecujatesetéa

— S,
condigdo : ABC=-—~-AOC. Para a demonstracao, suponhamos

conhecidas as seguintes proposicoes categéricas verdadeiras :
3 — Defini¢do de «didmetroy duma circunferéncia; i «[K] é
uma circunferéncia de centro em O)(PQ é um diametro de
[k]) (Re [k]) (R=+P) (R£Q) —(O,P, R ndo sido colineares)y;
ds — Defini¢do de «civcunferéncia de centro em O; 13: «(A,B,C

g o A ¢ R
nio sdo colineares) (AB=AC)— (ACB= 5 BAC—)®»; vy:

«(XY é um diametro duma circunferéncia de centro em C)—>
—> (Ce [X,Y]p; 74 (Pe [M,N]) — (APN-'=APM) (AMN =
7Af\IP);» vs — Propriedade transitiva da congruéncia entre

B B i 9 e S
angulos; v¢: «(ABC=PQR)— <2 ABC= i3 PQR) ». Posto

isto, vira, sucessivamente: 3;: BC é um diametro de [x] (de
fy, hy, By, By e Bg, por §)@; 3,: A,0,B nio sdo colineares

(de #y, hy,fi5,h5 € 3, por v1); 3: OA =OB (de fiy, %, e f3,
2 S ¥

por 37); %: ABO = AOB! (de & e 3, por 12); &: O¢ [B,C]

(de #; e &, por 73); 3: (AOB-'=A0C)(ABC = ABO) (de 3;,

2 Tyeviios
por v4); &3=4: ABC ?:~2 AOC (de 9 e 3, pelas propriedades

) Admitimos aqui, como 6bvia,a seguinte equivaléncia: «(A,B,C nédo
sdo colineares) = (A, B, C s#o 0s vértices dum triangulo)»,

2 Admitimos aqui, como teorema, o que no § 7 aceitdmos como defi-
ni¢do. Tomamos agora, como definidora, a seduinte proposicdo: <A media-
frie dum segmento é a perpendicular ao meio désse segmento».

@) Conseqiiéncia dos teoremas: «Qualquer angulo externo dum trian-
dulo € congruente a soma dos internos opostos» e «<Em qualquer triangulo
a lados congruentes opdem-se dndulos condruentes»,

() Quando, por exemplo, escrevemos: «3, ... (de 2, e J,, por Y,)»
pretendemos com isto afirmar que 82 D= 9_,‘, sendo esta implicacdo
equivalente ao teorema (on postulado) 72. Se, em vez dum teorema ou pos-
tulado, se tratar duma definicéo, ter-se-d4, mais do que uma implicacéo
simples (—>)—uma equivaléncia (=). Note-se que foram omitidos os
sinais , nos produtos 16dicos.



v5 € v combinadas). Tem-se, pois, i — ¥, como se pretendia
demonstrar. Deixamos ao cuidado do leitor a construcdo dum
esquema analogo ao do exemplo anterior,

15 — Na maior parte das demonstracoes, em Geometria
elementar, é necessario recorrer a intervencao de elementos
que ndo figuram no enunciado, mas que se consegue eliminar
antes de atingir o térmo dos raciocinios. Tais elementos sdo
introduzidos por meio de Zipjteses adicionais, cujo papel con-
siste portanto em tornar exequivel a demonstracdo. Assim,
para demonstrar o teorema: «Se, num triangulo [PQR], se
tem PQ > PR, sera também PRQ > POR», faz-se intervir um
ponto M (elemento estranho, tal que: MePQ , PM = PR (hip6-
tese adicional); entdo, visto que PQ>PR, o ponto M ficara
situado entre P e Q, e portanto sera PRQ > PRM; por outro
lado, como PMR =~PRM (visto os lados PM e PR do trian-
gulo [PMR] serem congruentes, por construcdo), ter-se-a
P§Q> PMR; além disso, PMR sera maior do que POR, por
ser angulo externo do triangulo [MQR], oposto a MOR-—-PQR,
e assim vira (tese do teorema): PﬁQ ~POR®. O elemento
M foi, como se vé, eliminado. Averiguemos, no entanto, em
que medida é legitimo éste procedimento, tdo usual em Geo-
metria elementar.

Seja i (X)—t(X) o teorema a demonstrar, e suponha-
mos que foi possivel estabeleceraimplicacdo #(X).a(X,Y)—>
—t(X), em que «(X, Y) representa uma hipétese adicio-
nal, introdutora do elemento estranho Y . Entdo, para que,
da ultima implicagdao, se possa deduzir a primeira, basta que
se verifique a seguinte condicdo de existéncia : «Qualquer que
seja a determinagido X* de X que verifique a proposicido
(X)), existe, pelo menos, uma determinacdo Y* de Y paraa
qual é verdadeira a proposicdo o (X*, Y )». Com efeito, seja
X* uma determinacao de X que verifica #(X) e, supondo veri-
ficada a condicdo anterior, designemos por Y * um elemento
tal que a proposicdo o (X*, Y*¥) seja verdadeira; entdo, em
virtude da implicagdo estabelecida, a proposicdo t(X*) tam-
bém sera verdadeira, Assim, toda a determinacdo de X' que
verifique f (X) verificara também +(.X): isto quere dizer que
se tem W(X)-—>1t(X).

Além disso, € facil ver que, se esta condicdo se nao veri-
car, nada se pode concluir. Portanto, sempre que se introdu-
zirem elementos estranhos numa demonstracio, é preciso
ter o cuidado de estabelecer as respectivas proposicdes de
existéncia. Assim, no exemplo apresentado, deve acrescen-
tar-se que o ponto M existe, necessariamente, em virtude do

seguinte postulado: «Dados um segmento AB, uma recta a
e um ponto Pea, existe, para cada lado de P, um, e um sé6
ponto M, tal que: Mea, PM = AB».

Tornemos agora ao teorema y do § anterior. O seu enun-
ciado, em linguagem simbélica, obtém-se a partir do de ~*
suprimindo apenas as condi¢des fi; e fig, na hipétese deste’
Jintao, para demonstrar o teorema em toda a sua generalidade,
bastara demonstra-lo em cada um dos seguintes casos:
pi: (A=£C).(0OeBC); pa: (A +£C).(0eBA); p3: A=C; pi: (A£C).
.(BO é interior a ABC); ps: (A=~C).(BO é exterior a ABC).
Com efeito, tem-se, como facilmente se verifica, representando
por fia hipétese de T 'r\pl A}—‘ﬁ'pz{r» r||_13+ﬁ‘34+f\']355‘ﬁ (].\14—-[327}— I’i;‘:‘
+ps+ps)=h; isto €, os casos considerados sao todos os possi-
veis, Mas as implicaces fip; — t e fipy —> 1+ coincidem com o
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teorema ~*#, ja demonstrado; por outro lado, é 6bvio que se
tem fpy —>t; resta-nos pois provar que se tem hp;—-1 e
fip; —> 1, visto que, pela adicdo logica ordenada de todas estas
implicacoes, se obtém f—>1t. Ora, para demonstrar as duas
ultimas implica¢des, basta introduzir um ponto D, tal que:
De[x],DeBO,D == B; ésse ponto existe, necessariamente, em
virtude do seguinte teorema: «Tdda a recta que passa por um
ponto interior a uma circunferéncia encontra esta em dois
pontos distintosy». Entdo, vira, no caso p;: ABC=ABD+DBC;
e no caso ps;: ABC=ABD-CBD ou ABC=CBD-ABD;
mas, em qualquer dos casos, os angulos ABD & CBD tem
um lado que passa pelo centro, o que permite aplicar-lhes o
teorema y#: déste modo se chega, facilmente, a tese do teo-
rema, sendo eliminado o ponto D, elemento auxiliar.

16 — Nos exemplos apresentados, a demonstragdo consis-
tin em passar da hipotese para a tese, por meio de virias
implicacdes, equivalentes a outras tantas proposicoes catego-
ricas, conhecidas como verdadeiras (teoremas, postulados ou
definictes). Por éste processo, sdo formuladas, umas apés
outras, diversas proposicdes condicionais, de modo que: 1)
toda a proposicdo, que nao faca parte da hipétese do teorema
ou duma hipétese adicional, é conseqiiéncia légica de algumas
(ou mesmo todas) formuladas anteriormente ; 2) a altima pro-
posicdo formulada coincide com a tese. Equivale isto a dizer
(§ 8), que, partindo de proposicoes admitidas como verda-
deiras, se é conduzido a proposicdo que se pretende demons-
trar, pela aplicacdo sucessiva de silogismos. O caso mais sim~
ples sera aquéle em que a hipétese fica ligada a tese por uma
cadeia linear de proposicoes: f—> 8 —> 3 —> . —>3 _, —>1
(donde fi — t); mas ser4 éste também o caso menos freqiiente.
Em geral os raciocinics sdo mais complicados: apresentam-se
ramificagdes muito variadas, em que as proposicoes se com-
binam entre si, quer pela soma léogica, quer pelo produto
logico.

Devemos contudo notar que nao é esta a tinica maneira
de proceder, o tnico método possivel de demonstracdo:
podera ainda adoptar-se a marcha inversa, isto ¢, da fese para
a hipotese, ou, o que vem a dar o mesmo, da proposicdo a
demonstrar, para as proposicoes categoricas admitidas como
verdadeiras. O primeiro método é chamado sinfético.ou dedu-
tivo : vdrias proposicoes (pelo menos duas!) combinam-se
entre si, por meio do raciocinio dedutivo, para conduzir a uma
proposicdo wunica; o seguudo método é chamado analitico ou
redutivo : redus-se, em tltima andlise, a veracidade duma unica
proposicdo, a veracidade de de duas ow mais proposicoes.
O meétodo sintético é o mais conveniente para a exposicao
duma teoria ji construida; o método analitico é o mais indi-
cado para a investigacdo, quando se pretende saber se uma
dada proposicao é ou ndo verdadeira.

Ocupar-nos-emos adiante, dum terceiro método de de-
mounstragao.

17 — Apliquemos o método analitico 2 demonstracao do
seguinte teorema: «(u é perpendicular ao meio de AB)
(P ¢ u) —> (AP =BP)». Designemos por M o ponto u.AB,
que, por hipétese, é o ponto médio de AB. Entdo, para que

() Neste exemplo e nos seguintes, limitamo-nos, paramaior brevidade,
a esbogar a demonstraciio, & maneira ordindria, fazendo um lardo apélo a
intuicdo,
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se verifique a condicdo AP =BP (tese), basta que se tenha
[AMP] = [BMP] e AMP = BMP (visto que, em triangulos con-
gruentes, a angulos congruentes se opdem lados congruentes);
mas a ttima congruéncia resulta da hipétese, pois que, sendo u
(ou MP) perpendicular a AB, os angulos AMP e BMP serdo
rectos e portanto congruentes: resta-nos, pois, a condigdo
[AMP] = [BMP] ; mas, como os triangulos [AMP] e [BMP] s@o
rectangulos, e um cateto dum é congruente a um cateto do
outro (o lado MP comum', a Gltima congruéncia sera satis-

feita, desde que se tenha AM = BM ; ora, esta condigdo resulta
imediatamente da hipotese, pois, como dissemos, M & o ponto
médio de AB: assim o teorema fica demonstrado.

Muitas vezes, as demonstracdes feitas pelo método ana-
litico sdo conduzidas de modo que o térmo inicial seja a pro-
posicdo dada, 2, € o térmo final, uma proposicdo, », conhe-
cida como verdadeira, conforme o seguinte esquema: o <—
< K <— o, <— O, E claro que, na reducio de a a o,
de a, a a,, etc., intervém proposicdes conhecidas, em geral dis-
tintas de », mas na demonstragio € atribuida a estaum papel de
relévo, como se a veracidade de « ficasse reduzida, por éste
processo, 2 veracidade de o, e s6 & dessa proposicdo — o que
nao é exacto. £
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555 — Para que valores de m sdo reais e desiguais as
quatro raizes da equacdo: 2xi—(8m—2) 824 m?2—4=0. R: Para
que as quatro raises sefam reais e desiguais é necessdrio e sufi-
ciente que o descriminante, @ soma ¢ o produto das raizes da
equac@o resolvente 2x2—(3m—2)x+m2—4=0, sejam positivos,
0 que torna as suas rvaises reais, desiguais e positivas. Quere
diser serd: (3m—2)2--8m?2+32>0; 3m—2>0 e¢ m?-4>0.
Estas desigualdades sdo satisfeitas : a 1.% para qualquer valor
veal de m; a 2. para m>2/3 ¢ a 3.% para valores de m tais
que m>2 ou m <—2. Satisfasem pois as trés desigualdades
simplesmente os valoves de m reais tais que m>2. Jecy

556 — Aplique a formula do desenvolvimento do binémio
de Newton ao desenvolvimento de (1+4a)i. R: (1+4x)i=
=1+44x+6x24-4x3 x4, J. C.

557 — Defina algébricamente o logaritmo do nimero N
no sistema de base @. Calcule o logaritmo de 16 no sistema
de base 2. R: Chama-se logaritmo do mimero N no sistema
de base a ao mimero x tal que a"=N. Assim log, 16=x,27=16
Xi=—=4s, s

558 — Os comprimentos das bases de um trapézio rectan-
gulo sdo 16m,32 e 13m 86 e o da altura & 4m,29. Calcule recor-
rendo ao calculo logaritmico, os valores dos argulos do tra-
pézio. R: Como é obvio dois dos angulos sdo rectos e 0s outros
dois sd@o os angulos agudos dum triangulo rectangulo de que
0s catelos sdo 4m29 ¢ 2m46--=16m 32 -13m86. £ serd entdo

2,46 ;
tg o= %5 donde logtg2=0,39094+4-1,36754=1,75848 ¢ 2=29°49'52"
e B=60<; 10! 81 =900 —29° 49/ 52i/, J. C.

559 — Verifique a igualdade: sen(a+b6)sen(a—b)=sen?a—

Em geral, aplica-se éste método, quando as sucessivas pro-
posicdes sio mesmo equivalentes entre si. Sdo déste género as
demonstracées que, vulgarmente, se apresentam como «veri-
ficacoes de identidades», em que a passagem de cada térmo
para o seguinte ¢é feita com a aplicagdo dos chamados «prin-
cipios de equivaléncia das equacdes». Exemplo: Seja o teo-
rema: " a.”"yb="yab"; para a sua demonstracdo con-
sideremos, sucessivamente, as seguintes proposicoes, equiva-
lentes entre si: ("y/a."yb)" = ("yab)", ("Va)".("VDb)" -
—("y/ab)”", ab = ab; mas a altima proposi¢do ¢ incondicio-
nalmente verdadeira (trata-se duma identidade): logo, também
a primeira, equivalente a esta, sera incondicionalmente verda-
deira, e assim o teorema estd demonstrado. Notemos que, neste
exemplo, intervieram ndo s6 os principios de equivaléncia,
mas ainda : 1) propriedade relativa a2 poténcia dum produto;
2) definicdo de poténcia; 3) propriedades da igualdade.

(Continua) JOSE SEBASTIAO E SILVA

1) Em virtude das convencdes adoptadas no § 12, a hipétese déste
teorema (<a e b sfio niimeros» e «m é um ndamero inteiro») € supérflua,
e assim o teorema fica reduzido 4 tese, proposiciio incondicionalmente
verdadeira neste caso. Supomos, é claro, que se trata aqui apenas de raizes
positivas.

ESCOLAS SUPERIORES

—sen2b. R: sen(a+b)sen (a—b)=(sen acos b+sen b cosa)<
X (sena cosb—sen b cos a)—sen?a cos?b—sen?bcos’a—sen?acos’b —
sen?b(1--sen?a)=sen’a(cos’b+sen?b)—sen*b=sen?a—sen?b .

J. C.
560 — Determine, sem recorrer as tdbuas, os valores de:
cos 759=cos (30°4-45°) e de tg (-—- ];9’ 'r.> - R: cosT5°=cos (300

€

+459)=cos 30° cos 45°—sen 300 sen 45° — ‘{;i : ‘{2? i % ; ‘{)2 2
2 e S5 13 5 ¥, W
= !/4:,,(‘/5 &1 tg(- .3’1: =,,,tg§r=_tg.3 = /8 . G

561 — Considere uma circunferéncia de raio ». Trace

uma outra circunferéncia de raio

v ! 5 {
. € que seja tangente interior-

¢

mente 2 primeira. Demonstre .

que ha um niimero inteiro de cir-
cunferéncias nas condigoes da 2.2
e que s3ao tangentes entre si. B
R: Da figura, considerando o
triangulo |OAC], dedus-se que

sen o oC 9 onae 9=« e

portanto AOB=60°. Como 360°=
=60° conclue-se que hd um nimero inteiro de civcunferéngias
nas condicdes do enunciado; ésse niimero é evidentemente 6. j, C.

562 — Numa divisdo, com resto diferente de zero ¢qual é
o menor nimero de unidades que pode juntar ao dividendo
sem alterar o resto? Justifique a resposta. R: Zem-se
(1) D=dq+r, r <d; adicionando m a ambos os membros de (1)
vem (2) m+D=dq+r+m. Para que m seja o menor nimero
nas condi¢oes do enunciado, deverd ser (3) m+D=d (q-+1)+r.
ou atendendo @ (2) e (3) r+dq+m=d(q+1)-+r e portanfo m=d.
PREs



