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O TEOREMA DE ROUCHE E A RESOLUCAO DE SISTEMAS
DE EQUACOES LINEARES :

Pressupomos o leitor de posse dos resultados fundamen-
tais da teoria dos determinantes, dos conceitos de matriz e
de caracteristica e das propriedades elementares desta,

L. Determina¢io da carvacteristica duma matris. A deter-
minagdo metédica da caracteristica duma matriz baseia-se no

Teorema ® — E cona’igdo necessa’ria e suficiente pava que
a matriz ((ay)) (F=1,2, .- n; j=1,2, ... m) tenha caracteris-
tiea k que exista wm delermmante da matriz, de ovdem k ndo
nulo-e que sejam nulos os (n—rk).(m—=~k) determinantes de
ordem k-1 obtidos daquele orlando-o com uma linha ¢ uma
coluna da matrizs, das que néle nao entram.

Exemplo: Seja a matriz

A= |1 2 —1 5 0 11}
I3 0-—2 -1 1 2 |
| 2 9 6 2 0 —6
3 223 14 1 3
(1 —11 T -3 0 —71.
A sua caractcrxshca ¢é igual 2 da matriz
B=l'1 2 —1 5 0 1
3 0 —2 -1 1 2
e T K e e

obtida de A pela supreSsao das linhas 4.2 e 5.2 cujos elemen-
tos sdo combinacdes lineares dos correspondentes das trés
primeiras linhas, de coeficientes 1,1,0 e —1,0,1, respecti-
vamente.

A caracteristica da matriz B e, portanto, a de A é igual

a da matriz
C=| 2 1 /5 0
i 3 0. —2. -1 1
{9 a8 o s O
que se obteve de B pela supressido da ultxma coluna, cujos
elementos sdao proporcionais aos correspondentes da 3.2 coluna.
A matriz € tem um elemento ndo nulo, por exemplo o da
1.2 linha e 1.2 coluna, logo, a sua caracteristica é, pelo menos 1,
Mas, o determinante obtido do elemento considerado
orlando-o com a 2.2 linha e a 2.2 colunade €, A — [ 1 =—6

Fay
| o

0]
¢ diferente de zero e a caracteristica da matriz € &, pelo

menos, 2, '
Orlemos o determinante A com a 3.2 linha e a 3.2 coluna
de C, vem e | 2
3 0

9% 20 Rty

Logo, a caracteristica da matriz € €, pelo menos, 3 ¢, é 3,
porque desta ndo pode obter-se determinantes de ordem supe-
rior a O determinante A, pode ser considerado determi-

nante principal da matriz A.
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2. Resolugdo de sistemas de equagbes lineares ndo homo-
géneas. Dé-se o nome de sistema de equacdes lineares, nas
incégnitas &y, a4y, -+ &, a todo o sistema da forma
+a|n “"u:b_l

-+ @, Xy = b2

2y
( Ay Xy @y Xy -+
) au X+ Ay X+

@1 ¥y Tanﬂ Xy e _{_avml Xn= b»l

Sy
i=1

onde a; e b; sdo expressdes que nio contém as incognitas.
A @; da-se o nome de coeficientes e a b; o de térmo indepen-
dente.

As equacdes do sistema 1) sido komogéneas se b;=0
(1=1,2,---n) e ndo homogéneas se os b; ndo sio simultanea-
mente nulos. S6 o segundo caso nos interessa, por agora.

Diz-se solugdo do-sistema todo o conjunto de »# ntmeros
%1y 02, + %, que substituidos nas incégnitas das equacoes do
sistema as converte, simultaneamente, em identidades.

O sistema 1) diz-se compativel (pessivel) ou incompa-
tivel (impossivel) se admite ou ndo solugdes. Prova-se que
o sistema 1) se for compativel, ou tem uma solucdo unica, ou
uma infinidade, e dir-se-4 entdo deferminado ou indeterminado.

ou, condensadamente, i=0; (F=1,2,m)

" Introduz-se o conceito de grau de indeterminacio.

Designaremos por A amatriz ((@;)) (i=1,2,---m j—1,2,---n)
dos coeficientes das incégnitas e por B a matriz dos coeficien-
tes e dos termos independentes.

Prova-se que, se for # a caracteristica da matriz A, a
caracteristica da matriz B, ou & %, ou £+1. Aos determi-
nantes de ordem /%+1 da matriz B, obtidos do determinante
principal da matriz A, que contenham a coluna dos termos
independentes, da-se o nome de caracteristicos. S6 quando
um dos caracteristicos, pelo menos, nao for nulo a caracteris-
tica da matriz B é ~2-+1.

Teorema de Rouché ® — I condicdo necessdvia e suficiente
para que o sistema 1) seja compativel que as caracteristicas das
matrises A ¢ B sejam iguais (ou, o que é o mesmo, os caracte-
risticos, se existirem, sejam todos nulos), sendo compativel, o

‘sistema ¢ determinado ou indeterminado se a caractevistica b

das matrizes A ¢ B for igual ou inferior ao mimero n de
incognitas .

() L. Kronecker (1825-1891). V. demonstracdo em Bento de Jesus
Caraca— Ligoes de Algebra e Andlise, vol I, péags. 274-276.

) E. Rouché (1852-1910). V. demonstracdio em B. J. Caraca, Ob. Cit.
pag. 383-387.

M E a diferenca, sempre positiva, n—% que se denomina grau de
indeterminagdo.
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GAZETA DE MATEMATICA

Na hipotese da compatibilidade, se for # a caracteristica
das matrizes A e B, prova-se que a resolucdo do sistema 1)
se reduza do sistema

[ all X+ h“* :i'alu x,,:b,
2)
am X1+ Xpt o+ By x,=b;
i
ou abreviadamente, Noe;x=b (=1,2, #)

i=1
que se diz principal e cuja solugdo ou solucdes satisfazem as
restantes equacdes de 1) (equagdes ndo principais), as quais
‘sio combinacdes lineares das de 2).

No caso geral, o sistema 2) escrever-se-a

Ay ¥+ Bip Nt o Ay X =0
9
A X+ @ X+ 0 By X =G,
13
2 a; X;=C¢; (E2N0 Lo R com
=1
C=b;—(@yopy Fppt+ -+ %), sefor A= |ay - ay =0
l
{ Ay~ e |
e, portanto, susceptivel de ser tomado como determinante
principal.
Ter-se-a ¢;—b; sempre que for n—4, isto €, sempre que

o sistema, sendo compativel, for determinado.

As incognitas &, s, - x, da-se a designacgdo de princi-
pais e as restantes X, * a de ndo principais.

A solugao ou soluqoes do sistema 2) sdo dadas pela

Regra de Cramer ™ — O wvalor de cada incognita é dado
por uma fraccdo cujo denominador ¢ o determinante principal
A, e cujo numerador é o determinante obtido de A, pela substi-
tuicdo da coluna dos coeficientes da incognita pela coluna dos
2.05 membros das equagcoes de 2).

A 3
b, (=152, ki
Exemplo 1. Eslua’ar 0 ststema
X "V‘{ s —t=1
v+ y—35 ‘.’.[ -2
"x+~ 3f—=2
2y—3z—t=1.

A caracteristica da matriz A & 2. A caracteristica da
mdtriz B é 3, visto que dos dois caracteristicos um € dife-
rente de zero:

Ap=fl =l 120 s =1 =1 L1 =0,
e e 22 | ol
el B b0 2 bl

O sistema dado é incompativel. No o seria o sistema que se
obtém do proposto pela supressiao da 3.2 equacao,
Exemplo I1. Estudar o sistema

aty—s=1
2x—3y+e=2
4x—y—5=T

¢ interpretar geométvicamente o rvesultado. Deteyminar as
direcgdes das arestas da figura definida no espaco pelas equa-
¢oes do sistema.

A caracteristica da matriz A é 2 e a da matriz B é 3,
pois o nico caracteristico €

Ac=‘ 1 1 3 (@ w=-~—'1.'v);/i:().
o379
4 a—1 Tl

O sistema é mr'ompatlvel

Mas, os sistemas formados pelas equacoes do sistema
proposto tomadas duas a duas sdo todos compativeis, visto
que ndo existem caracteristicos.

As equacdes do sistema proposto sdo as de trés planos
que se intersectam dois a dois. A figura é um prisma cujas
arestas tém a direccdo comum 3 (2,3,5).

Exemplo 111. Estudar o sistema
x—2y+3s+1=10
b
{ Sx+s+£=12.
A caracteristica da matriz A € 2 e a da matriz B € tam-
bém 2, em virtude do anulamento do tnico caracterlstlco
3—l1 —2 10:]-=0 A,,:'il —2
1 1 1 Ll 1
|3 0 12
O sistema é compativel e indeterminado de grau 2.
A regra de Cramer, conduz-nos a
1]10-83s—¢ —2| 1

x=g ’ L+g 1175 (289
T 108" 1 .7
b ggs s, o5 i e PR
Exemplo 1V. Estudar o sistema
KA+Y+5=
r—y+s=1

x42y—g=2

3x —[~2y+5-=o %

A caracteristica da matriz A € .
A— I i il 1 1 =4,
| 1 ¢}
| l. 2 1|
A da matriz B » também 3, o tinico caracteristico énulo
|l 1 1 0= =10
1 1 1 1
1 v g el
3 2 1 3
visto que a sua 4.2 linha é a soma das 3 primeiras.
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Ex emplo V. Discutiv ¢ resolvey o sistema
{ (a+d) x+(a—b)y—a’+b?
| (@ -b)x+(atbd)y—=a?—-b2.
Interpretacdo em geometria analitica no espago.(L. S, T. — Mat.
Gerais, 1.° exame de freq. de 1938-39—V. Gas. Mat. exerc. 155).

As matrizes A ¢ B tém, em qualquer hip6tese, a mesma
caracteristica: 1 se a—0 ou =0 e 2 se @, b=+ 0. Excluimos
o caso, sem interésse, de a—0=0.

O sistema proposto &, portanto, sempre compativel. No
caso de @,b=+0, a regra de Cramer conduz-nos a ¥x—a-+b,
y=a=b.

Se se tem a0 ou -0, as equacdes do sistema ndo sao
distintas reduzem-se a ¥ }+v-—=a ou x—y=>0b, plano perpendi-
cular a Oxy.

Se a,b =0, as equacdes do sistema sao as de dois pla-
nos perpendiculares ao plano Oxy que formam um diedro
X = aq—b
y=a—>b.

A. SA DA COSTA.

cuja aresta tem por equacoes

(Continua)

() G, Cramer (1704-1752). V. a deducdo em B. J. Caraca,-
pag. 375-382.

Ob, cit.,



