GAZETA DE MATEMATICA

se propdem, geralmente, em Geometria elementar, deverao ser
resolvidos, sé com auxilio da vegua e do compasso. Néste caso, a
referida locucdo adquire um sentido particular, e devem con-
siderar-se como definidoras, correspondentes a problemas
elementares, as proposicdes condicionais dos seguintes tipos :
«X € a recta que passa pelos pontos A e B»; «[x] é a cir-
cunferéncia de centro em O e de raio congruente a PQ»;
«X=a.b»; «X é um ponto de interseccao das circunferéncias
[a] e [b]>; «X é um ponto de interseccdo de a com a circun-
feréncia [c]»; «(X,Y e Z sdo distintos e pertencem a )i
(Xe[Y,Z])». Déste modo, deve considerar-se teoricamente
resolvido um problema, quando se chega a um conjunto de
proposicoes déste tipo, como equivalente & condicao apresen-
tada; € obvio que a resolu¢do de tais problemas elementares
nio interessa a Matemaitica, mas apenas ao Desenho : matema-
ticamente, ésses problemas consideram-se, por sua propria
natureza, ja resolvidos.

Da-se o nome de solugdes do problema, correspondente a
uma condicdo « (), as determinagoes de X' que verificam a
condicdo dada : havera problemas com varias solugdes (inde-
terminados), uma tunica solucdo (determinados) e nenhuma
solucdo (impossiveis). Assim, o problema <Dados A e B, de-
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terminar X, de modo que AX=BX= = AB» admite duas

solucoes, no plano, e uma infinidade de solucdes, no espago,
se m < 2; admite uma unica solucdo, se m = 2; e nao admite

solucio nenhuma, se m>2. Mas €& ainda manifesto que o
ntimero de solugcdes dum problema esta condicionado pelo
:

sentido que se atribui & locugdo «resolver um problemay ;'

assim, ha problemas, como o da trisecgdo do angulo, o da
duplicaggo do cubo e o da quadratura do circulo, que, na Geo-
metria da régua e do compasso, ndo admitem solucao nenhuma,
embora sejam resoliveis por outros processos.

Para resolucio de problemas de Matematica existem
dois métodos gerais: o analitico’ e o sintitico. Con-
siste o primeiro em reduzir a resolucdo do problema pro-
posto & de outros que parecam mais simples, cuja resolucao
se reduz, por sua vez, a de outros ainda, e assim sucessiva-
mente, até se chegar a problemas de resolucdo imediata; €

éste o método que se usa, por exemplo, na resolucao das
equagdes, com a aplicagdo dos principios da equivaléncia.
Pelo método sintético, resolvem-se, uns a seguir aos outros,
varios problemas conhecidos, de modo que, ao resolver o
tltimo, fique também resolvido o problema proposto. Nao
entraremos em pormenores a respeito déstes métodos, nem
sequer apresentaremos exemplos da aplicacao de cada um
déles a resolucdo de problemas, Limitar-nos-emos a observar
que deve haver todo o cuidado em estabelecer a equivaléncia
entre a condicdo final, »(X), definidora das solucdes, e a con-
dicdo dada, «(X); em particular, se «(X)—> o(X), sem
que se tenha o (X)—> 2 (X ), sdo introduzidas solugoes estra-
nhas; ao passo que, se o (.X)—>2(.X), sem que se verifique
a implicagdo inversa, serdo omitidas solugoes.

Antes de terminay, desejamos formular algumas conclu-
soes, A exposicio que fizemos ndo é tdo desenvolvida que
mostre todos os recursos da Logica matematica (ou simbdlica),
na andlise do raciocinio matematico; nem tdo reduzida, que
possa, sem qualquer simplificacdo prévia, ser utilizada no
ensino médio. Foi nosso intento apresentar sugestoes, de pre-
feréncia a indicar um modélo definitivo para o ensino. Uma
conclusio, porém, se impde, entre todas: a dificuldade dum
estudo criterioso dos métodos gerais da Matematica, e duma
justa compreensdo do encadeamento das proposi¢des no racio-
cinio matematico, sem recorrer a Logica simboélica, e sem uma
cuidadosa preparacdo que desenvolva no aluno habitos de
rigorismo l6gico, libertando-o progressivamente dos processos
intuitivos.

Algumas nocdes, como as de produto logico e de soma
l6gica, podem ser tteis no estudo das desigualdades.

Por outro lado, a Aritmética, com a simplicidade dos seus
conceitos e das suas propriedades, constitui, mais do que a
Geometria, um campo privilegiado para a aplicacao da Logica
matematica.

JOSE SEBASTIAO E SILVA

() Também chamado método do problema resolvido, porque se comeca
por supor ja resolvido o problema, a-fim-de mais facilmente se descobrir
o processo de resolucdo,
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PONTO N.° 2

653 — Determine as solucoes inteiras e positivas da equa-
26—4y 2—y
G SRR Gy

; 9 D]
o que nos mostra que um par de solugoes ¢ x,—6, y;—=2 e as solu-
¢oes gerais em wmimeros inteivos sdo dadas pelas equagoes
x—=6+4n ¢ y—=2-3n; so existem solugdes intciras ¢ posilivas
para os valores-de n iguais a 0 ¢ —1, o que dd os pares de valo-
res x;=06, y1=2 ¢ X,=2, y»=95. J. P,

cdo 3x-+4y=26. R: Dacequagdo tira-se X —

654 — Defina arranjos e combinacdes de »# objectos toma-
dos p a p. Forme os arranjos dos 3 nimeros 1, 2 e 3 tomados

1940

9 a 2. R: Chamam=-se arvanjos aos agrupamentos de objectos
que difevem entre si somente pela naturesa. Lntende-se por
objectos de naturesa diferente os que nd@o sio iguais. Os arran-
jos pedidos sdo 12, 21, 31, 13, 23 ¢ 32. J.p.
655 — Forme a equacdo do 2.° grau cujas raizes sao -7
e —i. R: x24+1=0,. Jo'Ps
656 — A corda de uma circunferéncia de raio igual a
16m,46 tem por comprimento 12m39. Calcule, recorrendo ao
calculo logaritmico, o angulo ao centro cujos lados passam
pelos extremos da corda, R: .1 relagdo que liga a corda 1 com o

7

angulo ao centro o corvespondenteé 1=2R sen , ¢ porlanto sera
o,

log sen 5 =logl -+ colog 2+ colog R=1,09307 —-1,69897 4-2,78357 =

i
—=1,57561 donde i 220 6! 30,97 ¢ 2=44°13'1"94 .,
2 Jiebs
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657 — Verifique a igualdade = tg(m/d+x)—tg(n/4—x)=
1+tgx e e
I i

=2tg2x. R: tg(n/d+X)—tg (v/4—x) =

4tgx
= 1_gT =2tg2x. «
R _ J.P.
658 — Determine sem recorrer as tdbuas os valores de
cosec855° e de cotg(—3s/4). R: cosec 855°—cosec1350—

=cosec45°= |/ 2 ; cotg (—3n/4)= —cotg 3n/d=+1.  J. p,

659 — Considere um rectangulo ABCD, cuja base 4B
tem um comprimento duplo da altura. Tire pelo vértice 4 a
perpendicular a diagonal DB . Figure o ponto £ em que esta
iltima recta corta QC. Demonstre que : DE=DC/4. R: Os
trz'a‘ngulos rectangulos ADE ¢ ABD, sdo semelhantes pois que
o angulo agudo em A do 1. ¢ igual ao angulo agudo em B
do 2., por tlerem os lados respectivamente peypendiculares
DE AD ’
i e

£ -Se entdo : e
en~Se entao AD 2B

JoPs

660 — Como define maximo divisor comum de 3 nimeros?
Caleule, pelos métodos das divisdes sucessivas e pelo da
decomposi¢ao em factores primos o méaximo divisor comum
dos numeros: 405, 24 e 567. R: Mdximo divisor comum de
vdrios mimeros ¢ o maior niimero que os divide simultineamente.

Como 405=384.5, 24=923 .3 ¢ 567—=34.7 serd m.d.c.—3 s

; JE:
PONTO N° 5
661 — Desenvolva pela férmula do binémio de Newton a

expressao (2 as \/;> e faca as simplificacées possiveis.
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662 - Lnuncie os teoremas que utiliza para determinar o

sinal que toma o valor dum trin6mio do 2.° grau em x para
os diferentes valores de x. R: Sevas raises do trinémio sio
reais ¢ desiguais o trindmio toma o Sinal do coeficiente do
tirmo em X2 parva valores de x maiores que a maioy ou meno-
res que a menor das raises, ¢ toma o sinal contririo para valo-
res simultaneamente maiores que a menor e menores que @
maior das raises.

Se as raises sdo iguais o trinémio toma sempre o sinal do
coeficiente de X2 excepto para o wvalor das raises para o qual
se anula.

Se as raises sdo mimeros complexos o trinémio toma sem-
pre o sinal do coeficiente de x*, qualquer que seja o valor de x-

Jor e

663 — Determine  na equacdo a2 6x—m—0 de modo
que uma das raizes seja dupla da outra. R: Seja = a menor

das raizes; serd o+20.—6, ¢ 2:°—~m donde m-8. A o

664 — As duas diagonais dum losango tém comprimentos
iguais a 14m,67 e 19m81. Calcule, recorrendo ao cdlculo loga-
ritmico, as medidas dos angulos do losango. R: Se Jorem o e

Ve : a 19,81
0s angulos do losango serd tg T 1167

log tg % =log 19,81 + colog 14,67 —1,29688 + 2, 83357 — 0, 13045

e B=180°—u. :Serd

donde —; =530 28421 | 4—=1060 57! 24" ¢ =730 2! 36!,

JisPs
665 — Escreva a expressio geral dos angulos que tém a
mesma cosecante que o angulo 76013/, R: 4 expressdo geral ¢
x—n.360°+(—1), (76013)) . ok
666 — Determine sem recorrer as tabuas, os valores de:
tg (—75°)=tg (—45°—300) e de sen 137/6. R: tg(—75°)=
tg 459 +tg 300 1+1/y/3 {341,

1—tg45°tg300 = f=ys

— — tg (4694-300) = — By
. o

il AR S

=sen (2r+x/6)=sen n/6—=1/2.

E_i‘%;_])ﬂ Ry sen 137 /6 =

JeEP,

667 — Considere duas circunferéncias tangentes interior-
mente no ponto 4. Tire pelo ponto B diametralmente oposto
ao ponto 4 na circunferéncia maior uma tangente BC a cir-
cunferéncia menor, Determine o outro ponto D em que esta
tangente corta a circunferéncia maior. Demonstre que 4C é
a bissectriz do angulo das rectas 45 e AD. R: Designemos
por O o centro de civcunferincia de raio menor. Equivale o
problema a demonstrar que os (inghlos OAC ¢ CAD sdo iguais.
Ora o triangulo BAD ¢ rectangulo em 1) ¢ o triangulo BOC
¢ também rectangulo e assim os lados OC ¢ AD sdo paralelos,
e portanto ACOzC:&D; por outro lado o tridngulo COA ¢

isésceles ¢ ¢ ACO—=0AC logo OAC—CAD. J. P,

668—Décomponha 0 numero 810 em factores primos.
Determine o ntimero de divisores positivos de 810. Indique
quais sdo ésses divisores. R: 810—-2,3i.5 10g0 0 mimero de
divisores ¢ dado por N—(1+ 1) (4+1)(141)=20. Os divisores
Sdo 0s lermos do desenvolvimento do produto (1-1-2) (1+3+324-
+3%4-31) (1+5). g 2%
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PONTO N.° 5

669 - Num rectangulo cujos lados diferem de um quilémetro
a diagonal mede 5 quilémetros. ¢ Quais sio as dimensdes dos
lados do rectangulo? R: Sejam x ¢ x4-1 os lados do rectan--
gulo. Serd x2+(x+1)2—=25 ou x?4-x—12—0 cujas solugoes sdo
x=3 ¢ x=—4; a segunda_solucio ndo serve ao problema e
portanto os lados medem 3 ¢ 4 quilometros. ol

670 — Sendo 120/ y o quarto térmo do desenvolvimento
A e N
de: (‘/y % y> determinar o térmo seguinte sem fazer o

desenvolvimento. R : No desenvolvimento de (x+4a)* arasio
L ; T
do térmo de ordem p+1 para o anterior ¢ dado por —H—

m-—p 4-17°a ’1‘5 1041 ik
A R F A No HOSSO caso tevemos - —=———.-

P % Ty 4 Iy
s D X
donde Tys=—-
S J. P.
x—1

a
671 — Resolver a equacio T amg oS delerminayios

limites entre os quais @ deve estar compreendido para que
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as raizes sejam reais. R: 4 equacdo proposta ¢ equivalente a
a(x—a)=x (x—1) para todos os valores de x=~a. E entdo vird

x2—(a+1) x+a2=0 cujas solugbes sio X — e \/—23a2+2a+1'

Para que as raises sejam reais é necessdrio que —3a2+2a+
+1>0 e portanto os valores de a tais que —1/3<a<+1
sd@o os valores que pode tey a para que as raises da proposta
sejam reais. TP

672 — Num triangulo rectangulo sabe-se que um cateto
mede 20m,15 e o angulo adjacente 27°30'45'". ¢ A que distan-
cia da hipotenusa estd o vértice do angulo recto ? Calcule-a
pelos logaritmos. R: Se designarmos por h essa distancia serd
h=20,15 sen 27° 30/ 45" m . SED

2 cos o (sen 3z —sen 2)

673 — Demonstrar que: tgh':‘fbos [(EBS' 3% — oS ) S

2tg 2.  4senocosia—4sendscosa,

tg4e =1 4529,  cosia+senis—6sentacosta
Provemcs agora a igualdade dos dois membros. Para isso
trans formemos convenientemente as expressoes do 2.0 mem-
bro. Obtém-se sucessivamente sen Su-—sen o=3 Sen o COS? 5—
__send s — sen « (costo+sen?a)=2senacos’a —2sends;

2 cos z(sen3 2 —sen «) =4 sen a cos3a—4sendacosa; COS3 2~
— OS¢ — C0S3 0, — 3 cos wsen” 2 — cos «(cos?a + sen?a) =

2 cos 2.(co83 z—cos 2) +1=—8 cos?a sen? o+
M. Z.

R: Tem-se:

— —4cosasena;
1-(cos? .+ sen? u)?=cost o.+sents—6 cos?asen’a.
674 — Pelo método geométrico das figuras simétricas
determine o ponto de uma recta dada tal que as tangentes a
duas circunferéncias dadas facam angulos iguais com essa
recta. Discutir as solucdes possiveis. R: Sejam T e T as cir-
cunferéncias dadas e x a recta. Constroi-se @ circunferéncia 1"
simétrica de T em relag@o a v. As tangentes comuns a U ¢ T
determinam sébre T os pontos solucoes do problema. Haverd
4 sol. caso geral; 3 se T for paralela a uma das tangentes, ou
ndo o sendo se passar por um dos pontos de encontro delas; 2 se
passar por um désses pontos ¢ for paralela a wna das tangen-
tes ou se unir os centrosde T e U'5 1, se unindo r ésses centros,
P—1!; um mimero infinito se ¥ e U forem simélricas em
velagdo a T . J. P.
675 — Demonstre que a soma de dois nimeros deminuida
da sua diferenca é o dobro do menor. Em que propriedade
se baseia a demonstracio? R: Sejam a ¢ b os nitmeros. Serd
entdo: (a+b)—(a—b)=2b ou (a+b)—a+b=2b e b+b=2b.
Baseia-se na propriedade da subtracc¢do que se pode enunciar :
para subtrair dum nimero uma diferenca pode-se subtrair do
wiimero o aditivo e adicionar ao resultado o subtrativo.
(i
PONTO N.° 4
676 — Encontrar os trés lados de um triangulo rectangulo,
sabendo que ésses trés lados sdo trés nimeros inteiros con-
secutivos. R: Sejam x—1, x ¢ x+1 os lados do tridngulo,
entre 0S qﬂais existird a relacdo X2+ (x—12=(x+1)> ou x’—
- —4x—0 equagdo que tem duas solugdes x—0 ¢ x=4 das quais
s6 a segunda serve. Os lados s@o entdo 3, 4 ¢ 5. ok

677 — Sendo o numero das combinacdes de # objectos
trés a trés sete vezes o numero désses objectos, determi-

n(n—1)(n—2)
mine #, R: Serd _(_2 )3

=Tn expressdo que ¢ equiva-

lente a equagdo n>—3n—40=0 cujas solugdes sao n=8 e¢n= -5
das quais s6 a primeira serve, como é obvio. RIS

x2410x+21
< 9x2 4124 +18 °
R: Em vista das raises dos trinémios numerador e denomina-
dor sevem respectivamente —7 e —3; —3 (raiz dupla), pode-
r'emos escrevey Rl =(X+7) ) - i .
© ox2119x+18  2(x+3)  2x+6
P

678 — Simplificar a fraccdo seguinte: -

679 — Calcule pelos logaritmos a area do octégono regu-
lar cujo perimetro € 76 metros. R: 4 drea dum poligono regu-

.ap

; n.l
lar é dada pela expressdo A=—5—- Ora o apolema do octo-

- 1
gonod ap=— cotg 22030 logo a drea do octégono pedida ¢

*

76<9,5
=—"""". cotg22°30' logA =log76+1log9,5+ logcotg?22°30' +

+colg 4=1,88081 +0,97772+0,38278+-1,39794=2,63925 ¢ por-

tanto A—=435,76 m?, ez

sen 2 (x—=/2) sec (3= +2x)
cotg (3n/2—x)

transformando-a numa expressdo em tgx. R:

680 — Simplificar a expressdo

2sen(x—=/2)cos(x—=/2)

sen2(x—=n/2)sec(8s—2x) ° cos(r—2x)
cotg(3w/2—X) cotg (v/2—x) 2
1 sen 2x
N _H2 O & S s O% OGS 2tgx 2
s tg x “Ttgx (1—tg'x)tgx 1—tgfx -
ks

681 — E dada uma circunferéncia O (R) e nela um ponto

A e uma corda BC. Conduzir por 4, pelo método dos luga-
res geométricos, uma segunda corda que seja dividida em
duas partes iguais pela primeira. Discutir as solu¢des possi-
veis. R: O lugar geométrico dos pontos médios das cordas
que passam por A é uma civcunferéncia tangente interiormente

R
a dada no ponto A e de raio % Os pontos de encontro déste

lugar com a corda BC definem com o ponto A a corda pedida.
Assim haverd duas, uma ou nenhuma solucdo, consoante o
miimero de pontos de encontro de BC com a civcunferencia
auxiliar. J.aP.

682 — A divisdao dos ntmeros inteiros gosa da proprie-
dade distributiva ? Justifique a resposta. R: Gosa. Sejam, por
exemplo, os mimeros a ‘e b que divididos por d ddo os cocientes
qi ¢ qz. Serd (a+b):d=qi+qgy=a:d+b:d. E fectivamente
como a—dq ¢ b=dq, vird a+b=dq;+dq,—d (q1+qz) o seja
(a+b):d=qi+qz ¢ ¢- 4. J. P.

Instituto Superior de Ciéncias Econdmicas e Financeiras
I

683 — @) Enuncie as condicdes necessdrias e suficientes
para que uma equacdo do 2.° grau de coeficientes reais tenha
raizes reais e positivas. §) Resolva e faca a discussao do pro-
blema seguinte : determinar a altura dum triangulo rectangulo
conhecendo a hipotenusa @ e a soma S dos catetos com a
altura. R: &) b+c-+h=S escreve-se sucessivamente b+c=S—h,

24 c24 9be=S2+h?—2Sh, h?2—2(a+S)h+S2—a?=0, donde
h=a+S+2a(a+S). O problema admite apenas a solugio
h—a+S— V/2a(a+S)’ que é positiva porque, de a+S> V/2a(a+S)
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vem S>a e, s¢ em qualquer triangulo a soma de dois lados ¢
maior do que o lerceiro, sevd por maioria de razdo, b4 c1 h>a,
( b?4-c2=a2

Com efeilo, de ou 72—

| 4b?e?—fa?h? a’z-+4a2h*=0 vem
4b2 c?—=4a2h?

. ?i’ e ~4a2h? — [ F‘/(a+4h) a—4h)| e para que

0s dois valores de z sejam reais, terd de sev a>4h, condicdo
que 6 ¢ verificada para h—=a | S—/2a(a+S) se 23a?}-8aS —
~16S2>0.

684 — Resoiver a equacdo (a+ Vx ) +(a—/x)' =0 ede-
terminar @ de modo que a soma dos quadrados das raizes
seja igual a 17, R: 2x2412a2x42t—0, x—a?(-3+2 V28
Sejam o ¢ 3 as raises. Sevd o+ 32— (a+ B)?—2s3=36at - 2ai-—34al
3lal=17—a—=2""1 ¢ 0s quatro valores de a que satisfasem ao
problema sdo +1/2, +/2.

685 — Defina proporcionalidade directa e inversa. Clas-
sifique a proporcionalidade, se existir, nos casos seguintes:
@) lados e alturas correspondentes num triangulo qualquer ;
b) perimetros de circunferéncias e raios respectivos; ¢) areas
de circulos e raios respectivos; @, volumes de esferas e raios
respectivos.

686 — Determinar o lugar geométrico dos pontos do espaco
equidistantes de 3 pontos dados, ndo em linha recta. R: Sejam
A, B, C os tréis pontos dados. O lugar geométrico cuja deter-
minagdo ¢ proposta é a interseccdo dos trés planos mediadores
dos segmentos AB, BC ¢ AC. A interseccdo é wma recta, visto
que 0s trés planos sdo perpendiculares ao plano definido por
A, B e C, a qual encontra éste plano no centro da circunfe-
réncia definida pelos pontos dados.

687 — Determinar os lados e os angulos dum triangulo
isosceles conhecendo o perimetro p désse triangulo e a sua
altura /. Aplicacdo numérica: p=8, ~—=2. R: Tem-se ime-

=2]4+-b 2_41” - b24-41b 2 qh2 4]
diatamente, 2 P ; | pi=41*+Db> P ) b

4h2—4124 b2 ) 4h2—4]12+ b? 4h?=4124-b>
11127 F(p?— 4h"e=0, h”—\/8p2 h*—12hi—pt  donde

\/"h V8p2h—12hi—pi, b=-+V/2h?_ |/8pihi—12hi— pt,

688 — Diga como compara fracgdoes e em que proprieda-
des se baseia. Prove a desigualdade (#n/)22u/<1/n. R: De
(n!)?)2n!<l/m wvem n.(n!)?’<2n!, n.nl<(m+1)(@+2)..-2n
mas n.nl<(n+1)! e (@+1)!<(n+1)(n42).--2n logo
@)*2ni<i/n.

Il

689 — @) Defina poliedro regular e descreva sumariamente
os poliedros regulares convexos existentes, Diga qual a razio
porque nao ha poliedros regulares convexos cujas faces tenham
mais de cinco lados. 4) Resolva o seguinte problema: dado
um tetraedro regular, diga como deve ser dividida a altura
para que, tirando pelo ponto de divisdo um plano paralelo &
base, o tetraedro fique dividido em dois s6lidos de volumes
iguais. R: 0) Seja h a altura e V o volume do tetracdro dado,
Para que os volumes dos dois solidos sejam iguais ¢ necessdrio
e snficiente que o volume do tetracdro que a interseccdo deter-
mina seja V,2, ou, o que ¢ o mesmo, que 1/2—(h—x)3/h% donde
x=h(1—-1/7V/2) sendo x a distincia do plano ao vértice do
tetraedro dado.

A altura do tetracdro dado jicard dividida na rasio

1(Py2—1).
e 247,453
690 — Calcular x = {/sen 710 21! - c0s193010' °
R: x=—4,41298.

T i A i T

691 — Verificar que, sendo 2 e 3 angulos quaisquer, ¢
verdadeira a relacao
(sen o+ sen B) (sen »—sen | 1)f<sen (2+B) \‘en( a-—B).

741@ -8 o r

a4
R: 4sen -4~ cos ——sen ,__‘2 cos™

o+ B 7,{ i”. o—fB 7~——f:
-4dsen 9 COS 5 sen —5 - Cos—g

692 — Dada uma circunferéncia, deduzir a relacdo a que
deve satisfazer o angulo ao centro o para que a area do
segmento de circulo, determinado pela corda correspondente
a ésse angulo, seja 1/# da area do circulo. R: A drea do
segmento AMB tem por medida a diferenca das medidas das

oXI*  risenu

dreas do sector OAB e do triangulo OAB. S - B e

vl

r
g (n—senz), S,==r2 ¢ a relagdo pedida é n (s-—sen »)—2=

693 — Resolver um tridngulo rectangulo conhecendo o
seu perimetro e a altura correspondente a hipotenusa.

Aplicagdo numérica: perimetro 26 m., altura 7,2 m.

' at+b-+c=p b+4c=p-—-a
Ris be=ah 1 be=ah

l b2 c?—a? l b2--c2—a2

pYziahi=0 5 2

b,c sdoasraises da equa-

\/ (p a>71— :

¢do. - 7%+ (a

o i; (p—a+ {/p+a—2a(p- ‘_’h)) Por outro - lado, de
p?
a-+b+e=p wem a?+a(p-—-a)tah=p¥2, a= 5(pih)

A/)lz'ca,a?o numerica: p=36, h=72, a=15, b=10,5,

c=10,5, z—— (21 + /1521—-1521) —=21/2, o triangulo ¢ isos-

celes.

694 — Defina progressdo geométrica. Resolva o seguinte
problema: determinar trés nimeros em progressao geomeé-
trica conhecendo a sua scma S e o seu produto p.

As solugdes dos exercicios 683 a 695 sdo devidas ao assistente Dr. A,
S4 da Costa.

Instituto Superior Técnico — Julho de 1940
1." PROVA

095 — Sao dados 2 numeros, O primeiro é meia propor-
cional entre o segundo e metade da diferenca entre o segundo
e o primeiro, o segundo é meia proporcional entre o primeiro
e 48. Quais sdo os ntumeros ? R: Designando os niimeros por
X ey, tem-se: X2=y .(y—Xx)/2, y*=48x. Resolvendo o sistema:
( 2x2=y2—xy

‘( u\.'l S 18X

meiva solugdo ¢ (0,0).

tem-se 2x°—48x+xy=0, y?>==48x, ¢ uma pri-

{ 2y?448y - 4820

Agora AP donde
? ,\'-'; 18

mais duas solugoes (18, --48) ¢ (12,2

696 — Possuem-se duas qualldades de um adubo contendo
percentagens desconhecidas de matéria activa. Sabe-se que
juntando a primeira 209/, de areia se obtém um adubo com
1200 de matéria activa e que juntando & segunda 100, de
areia se obtém um adubo com 179/, de matéria activa. Que
pesos das duas qualidades existentes se devem misturar para
obter uma tonelada.de adubo com (69,7 R:
por X e y as percentagens em matévia activa no 1.° ¢ no 2.°
adubos ¢ por p e q os pesos a partir dos quais se [izeram as
duas misturas, exprimindo que a adjungdo de areia ndo fazs

Representando
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dariar as quaRitdates demativia Getivs X" 12 (o ) livros ha na estante? R: Se for x o mimero de livros de cada
varia i y 1S den 1 P e

‘ 100" 7100 100 P . ; (E=p+2x—p+l) .

y 17 10 : prateleiva x=65p ¢ AP (o) 16 donde p-14 ¢
L e T S e=sal A Vo oy e > 2

100 li)ﬂ(q 100q) donde x=144 ¢ y—=18,71. Designando X=26 ¢ Xpx=—104,
por }.)’ ¢ q' o0s ‘pesos dos dois adubos que devem misturar-se ¢ FOI S ari ey aantidiada . o tgi v — cos ‘2x y
exprimindo que a quantidade de matéria activa na mistura ¢ : : = . ‘cos‘) = ; -
igual a soma das quantidades de matéria activa nos componen- R:1=tgix= g x:sen"x = (cos~x-—seu~x)(1cos- ey
tes: 0,144p' 40,187 q'=0,16 com p'+q'=1. Entdo p'~0,628t, LR Leahhs

q!=0,372-t., : - SBOLQXW

cos’x

697 — Uma ilha tem 6.000 habitantes e a populacdo
aumenta 2,59, ao ano. A quantidade de trigo que a ilha pro-
duz aumenta cada ano 7.000kg e presume-se que daqui a
quinze anos a producdao comeca a ser insuficiente para o con-
saumo. Qual é a producdo actual do trigo, sabendo-se que cada
habitante consome em média 50kg por ano? R: Admitindo
qite a colheita no-inicio do 140 ano chegoun justamente para o
consumo durante ésse ano ¢ ainda que so consumiram os indi-
viduos existentes no inicio désse ano, @ producdo actual sevd
em kg : x=6000. (1+0,025)13,50—13.7000.

698 — Numa circunferéncia de raio R inscreve-se um
triangulo is6sceles em que a base é igual a metade de um dos
outros lados. Calcular a area do triangulo e o comprimento
dos 3 arcos em que a circunferéncia fica dividida. R: Repre-
sentando por 22 o angulo o0posto a base serd sen w—=1/4. Entdo

T O e ‘_212?.‘51 — ARSen? % cosw = 156‘115 R?
2=R — 8§

40
Oscomprimentosdos arcos serd@o s;= ;6—(—) 27R, sy =s3= 9
699 — Dada uma circunferéncia de raio R e uma corda
que passa a distancia R/2 do centro, determinar as areas em

que o circulo fica dividido. R: 4 corda subtende um arco o de
9
120, de facto a=2arccos——- < drea do segmento menor

serd - Aj—=R¥Y3-R2Y/3/4=R2(x3—V3/4) ¢ a do maior
Ap=2zR2B4+R2Y/ 3/4=R2(2r/3+ /3 /4).

700 — Numa piramide hexagonal regular, oca e invertida,
com o lado da base igual a /, e a altura 4/, lanca-se uma
esfera de raio igual a /2. A que distancia do vértice fica o
centro da esfera? R: Supondo as duas superficies cortadas
por um plano passando pelo ecixo e perpendicular a um lado

YRR 4l
da basc temn-se S £ designando por a o apitema da
da base que ¢ a=1\3/2. Serd x=1/2.y/67/3.
2," PROVA

701 — Uma estante contém livros repartidos igualmente
por p prateleiras. O nimero de prateleiras ¢ 6,5 vezes menor
que o numero de livros de cada uma, e o numero de combina-
¢oes dos livros de cada prateleira tomados p a p é 46 vezes
maior que o nimero de combinacées p—2 a p—2. Quantos

AGE B R A
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707 — Reduza a forma a | bi o produto
e R O O W e TR
7 A § e O OF Y Sl B
—1 7 9
708 — Deduza a equacgao duin plano perpendicular a recta
de equagdbes x—=2z—-3, v=1 e que seja plano diametral da

703 — Qual é o numero cuja raiz quarta é igual a raiz
quadrada menos 42? Verifique o resultado. R: Sendo x o
niimero ¢ considerando so raises aritmiticas, tem-se "y/x —
—/x—x2 ou (*¢/x)P—*Yx—42=0, donde “yYx=T1 oun
x=2401. :

704 —Dado um triangulo rectangulo de catetos @ e & e
um ponto P sobre a hipotenusa, determinar a posicao déste
ponto de forma que a soma das suas distancias aos catetos
seja um namero dado k. Indicar os valores possiveis de #
e analisar o que se passa no case de ser a iguala . R: Se
o trigngulo for [OAB] ¢ forem x e y asdistanciasde P a OB

iz b—k
e OA iem-se x+y=k e Y__>. Entdo x=a Cra

F=X- @

k—a
y=b e Como agora deve ser 0 <x<a e¢ 0<y<b supondo

b > a deverd ser a <k <b. Quando for a=b deve ser k=a—b
¢ as duas equacdes ndo sdo distintas : todos os pontos da hipo-
tenusa verificam a condi¢do do enunciado.

705 — Um tetraedro regular estd inscrito numa esfera de
raio R. Qual é a distancia da superficie esférica ao centro de
cada face? R: Se for r oraio daesfera inscrita d=R--r. Agora,
representando por | a medida comum das arvestas, as medidas
do apotema da base ¢ da altura duma face lateral sdo respecti-
vamente 1Y/ 3[6 e 1V3/2 ¢ portanto a altura da piramide
R+r=1y/6/3. Por outro lado (R+rt)(R—1)=1!/3. Entdo
R=1y/6/4 ¢ r=1y/6/12, r—1/3R ¢ d—2/3R.

706 -Numa circunferéncia de raio R traca-se umtriangulo
inscrito. Dois dos lados déste triangulo limitam segmentos cir-
culares cujas alturas sao R,6 e /8. Calcular a areado triangulo.
R: Sejam V,, V, ¢ V, os vérticese O o centro da circunfe-
réncia, Se forem hy, h, ¢ hy as distincias a O dos lados do
triangulo, r,=h;/R, r,=h,/R ¢ 20, 20,, 24, 0s angulos em O
dos 3 triangulos: drea de [V,OV,]=h\Ry1-ri. drea de
[V:OV,]=h,Ry1—r, drea de [V,0 V,]=R?sen z cos »;—
=—R?sen (o, +2,) cos (z+u). As formulas da multiplicacio
e da adicdo permitem calcular — sen (v, 2,) COS (7 +a,) —
=r, Y/ 1—r7 (1—2r3) +-r,y/1—12 (1-2r%). A drea procurada
serd a soma algébrica das dreas obtidas.

As solucoes dos exercicios 695 a 706 sdo devidasao sr, Gustavo Ramos
de Castro.

P ERR DR

9

quéadrica a*--2y2
R: 2x—z=0.
709 — Deduza a equacao da recta do plano radical das
: x—2 y—2
esferas X e 3, e que seja perpendicular arecta - 27-==" =

=3
5—6 g =5 R
=- e a encontre; % € tangente a XOY e a XOZ com

29820 +4y—254T=0,

\

. S!.f]x.y £ 5




y=—+—0 R:
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centro no plano x—4 eraio R=5, 2, tem por equacdo &2+ y%4-
x—2 y—2 z—6

IRt R s e
1 d 1

710 — Deduza a equacdo da parabola que passa pelos
pontos P2 (0,0), P,(0,1) e P3(1,0) e é tangente ao eixo OY
na origem das coordenadas. Indique se se trata dalgum caso
de degenerescéncia. R: x(x—1)=0 (duas rectas paralelas e
distintas).

711 — Resolva a equacdo 6a0 2555 -3xi -91x3 103 424
+30x+20=0. R: —135./2, =1/3 +4/21.

712 — Calcule a irea do tridngulo definido pelos pontos
P, O e R; P écentro da circunferéncia x2+y2—2xv-6y-1=0,
0 é centro da coénica a2+212—3xy+a+45y -5=0 e R é ver-
tice da pardbola »*=8x. R: S=5/2.

713 — Deduza a equacéo da cénica x244
|-4—0 referida aos seus eixo. R: x2/4-+y?/16=1.
minimos da funcao

+82-dx—11y

V2 +4x+16y -+

714 — Determine os maximos e

9 4
s o Mdiximo y—253 para x=95; minimo

3—x
» 2 . (
y=1/8"fara =9,

715 — Calcule a distancia do ponto /> ao plano =; P € o
centro radical do sistema formado pelas esferas X =x?4y%
+2—-x+3y+5—-7=0, S,=x24 92+ 32+ 3x 429438 vO’
y=a24 12482+ 6y—5—-15=0 e =a4 2482 —,—o_y+4~

—~0, = é o plano diametral da quadrica 3x2-32*+4xy—

2vs} 6y -1=0, conjugado das cordas paralelas a recta de

equacdes: y—2=—2s e ¥=2. R: d=11/ V34

senx —Cosx. p. _ oy
log (sen 2x)

717 — Deduza a equacdo da circunferéncia que passa pelo
ponto P(0,—1) e forma com a circunferéncia de equacao
v? 4y 2x+4y+5=0 um sistema que tem por eixo radical
uma das assintotas da hiperbole 3x2+5xy—2?—-x—9y +5=0,
R: -3(x24+y?)+10y+7=0 ou x2+y>+8y+7=0.

718 — Torne logaritmica, pelo método do angulo avxiliar,
para o calculo do elemento @, a férmula cosa.cos C’~
—sena.cotgbh—sen C.cotg B.

Nota — Agrupe no mesmo membro as parcelas que con-
tenham funcdes da incégnita e ponha em evidéncia cos C

cotgb : _ tgC.cosy
cos C cotge, sen (y—a) = tgB.

716 — Determine lim V2

=T/

ou cotgh. R:

719 — Deduza a equacdo da conica que admite as rectas
3x—2y-7=0 e Sx+y—3=0 como diametros, € tangente a
recta y—=2x—-1 no ponto P,;(0,—1) e passa pelo ponto
Py(1,—1), R: 4xy +y2+8x—1=0. :

Os exercicios 707 a 719 e respectivas solugdes, foram-nos cedidos
pelo assistente Dr. J. Pais Morais.

. S. C. E. F. —Exame final, 1940
720 — Verificar que, se j3=1 (j-~1) a soma 9 b
(n inteiro) s6 pode tomar os valores 2 ou —1. R: . Tem-se
0=13—1=(j 1) @2 +j+1) donde P+j=--1 (uzsio Ser . el
Sen=3k — j"=1¢ S=2; se n=3k+1—>j'=j e S=j+j*=—1;
Jinalmente se n=3k+2 —>S=j2+j=—1 M. Z.
721 — Estudar e representar geométricamente a func¢éo
y-—=senx-tcosx. Estudar a sua inversao.
722 — Calcular quatro termos do desenvolvimento em

9
e

Tra2
Calcular v (1/2) com um érro inferior a 1079,

I. S. C. E. F.—Exame final, 1940

723 — Estudar e representar geometricamente as funcdes
definidas pela equacao y?-sen2x-—-0.
724 — Utilizar o desenvolvimento em série para o cal-

série da funcdo y(x)—

1 »
culo de 7‘7*- com um érro inferior a 107%, R: Fasendo
: ¢
E : b
x=—1/3 no desenvolvimento de e, vem e '*=1——-+ =2
) PR N
bt (il = ... Tomando para e ' o valor aproxi-
n!

i { ;
mado S;— 1 1 : 4 T comete-se um érvode que
3] L

9132 3138
; limit 7 L = ( trat d
é limite superior — = - < ——— (vislo tratar-se duimna
? 5185 - 120. ‘)U 2.0
série alterna e ser B30 o modulo do primeirvo térmo despre-

sado). Basta pois efectuar o cdlculo dos quatro wltimos termos
de S; com cinco decimais exactos. M. Z.
725 — Verificar que a funcdo y (x) definida pela equacao
(% —a)2+(y—B)?—#? satisfaz & equagdo diferencial (1 y'2) »'"
=3 3)1’};”2:0 3

Cikle U L O-NFL N3P H:s T M AL

I.S. C. E. F. — Exame final, 17-7-1940

2y
726 — Integrar a equacdo y''=-—7- R: A equag¢do
x?

escreve-se x2y''—2y—0 e veconhece-se que é lineay e homogénea

Gz j oy vy
dx? 2 dz2 dz

converte-a numa equa¢@o linear de coeficientes constantes
2 —7'—272—0 cuja equagdo caracteristica kK?—k—2=0 admite
as raizes 2 ¢ —1 ¢ cujo integral geral, portanto, ¢ y—cie*+
+cle”

em y e y'l. A substituicdo z—logx,

c
0 integral geral da equacdo proposta ¢ y=cy x2+~)-{g .

A equagdo proposta é conhecida sob o nome de equacio da
duvida. Cauchy duvidon que Jodo Bernoulli a tivesse integrado.

Parece que éste se limitou a eliminar as constantes ¢y e C»

Cy

entre y=c¢, x>+~ ¢ as duas primeiras derivadas.

727 — Determmar a minima distancia da origem dos eixos
coordenados 2 hipérbole 32—a?+2x+3=0 (eixos ortogonais).
R: A4 distincia d dum ponto a ovigem ¢ tal que d?jx2+y2.
No problema o ponto pertence a hipérbole y*>—x*{2x+3=0.
As condigbes de estacionaridade da fun¢do A sdo, portanto

y2—x24-2x+3=0 ( y?*—x2+42x+3=0
9x —2x+2 |=0 | 2xy—y=0
2y 2%y - '
que condusem a
o "))n (x=

(x=5,y _3,y=0) ¢ (x=1/2,y=1V15i/4).
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Excluidas as duas qiltimas solucoes, por sevem complexas, as
duas primeivas correspondem aos dois pontos da hipérbole mais
prioxcimos da origem, necessariamente.

x=7241
728 — A curva { v=12-1 seraplana? R: A curova pro-
s=414-2

posta ¢ plana porque a torsio é nula em todos os seus pontos,
ou, 0 que ¢ o mesmo, porque ¢ nulo o determinante

S ples ol = | Of "o
S ) R ()
4 =
[t cptsall Qe 0500

As solucdes dos exercicios 726 a 798 sfo do Dr. A. S4 da Costa.

b A M AT EM AT ILCA

F. C. P. — Exame final, Julho de 1940

729 — Seja 4 um operador linear definido no dominio
D, de um espaco de Hilbert. A condicdo necessaria e sufi-
ciente para que exista, em /), uma hase do espaco (um sis-
tema orto-normado completo), é que D, seja denso em todo
0 espaco.

730 — Seja /{ um operador de Hermite e M um dos seus
espacos proprios. Demonstrar que // comuta com o operador
P ;— projeccao ortogonal sobre JI.

731 — Sejam ¢, ¢ dois vectores normados independentes
de um espaco de Hilbert. Determinar as constantes % e os
vectores fundamentaisdo operador a@.P+b.P¢]. (Qual é
o grau de multiplicidade de cada constante? Generalizar o
problema a uma combinacao linear qualquer de projecgdes,

Nota: Considerar separadamente as duas hipoteses:
=0, A0,

(Exercicios extraidos de «Mathematische Grundlagen der
Quantenmechanik — v. Neumann»). Ro

F. C. P.—Exame final, Outubro de 1940

732 —Seja A um operador de Hermite com uma base
(sistema orto-normado completo) de vectores fundamentais.

PROBLEMAS

735 — O problema n.° 324 (ntmero 3 da Gaseta de
Matemdgtica, pg. 11) pode resolver-se por diferentes processos.
Um désses procossos conduz ao seguinte conjunto de solugoes

Demonstrar que a continuidade de /1 ¢ equivalente & con-
dicaos| aplsSe(@=142, =/:)
733 — Supondo que 4 é fambém definido-positivo, de-
0

L
monstrar que E(Ar;, ) 1) = 27.,», seja qual for o sistema orto-
i=l i=|
normado (completo) ;.

734 — Supondo que £ (1) — decomposicio da unidade
relativa ao operador de Hermite 4 — é uma func¢io continua
de % no intervalo fechado (n;<i<u,), deduzir a ortogonalidade:
| E (92)— E (uq)| |E ()—E (2—0)} =0,

Associando a éste resultado a hipotese de 4 admitir uma
base de vectores fundamentais, concluir que £ (%) se mantém
constante no intervalo (u,p,). Classificar o espectro de A .

¢ Quais sdo os valores possiveis de grandeza fisica —.1?

¢ Qual é a probabilidade désses valores ? ; Tratar-se-a de
uma grandeza continua ?

Nota — Para resolver o exercicio 733 basta desenvolver
(A, ;) segundo a base de veetores fundamentais de .1 .

No exercicio 734 considerar separadamente os intervalos
(v<p), (11<2=<ps) e (2>wuy), recorrendo sempre s proprie-
dades caracteristicas da projeccdo £ (1).

Todos -estes exercicios foram extraidos da obra de Neu-
mann, anteriormente citada. R.L.G.

PROPPOS T8

tn+1
¢do do mesmo problema, obtém-se as solucées: 1 = ,,_(—; Ty
)

dn+1 3 : 3

W g Demonstrar a equivaléncia dos dois resultados.
n+1 ‘1 &5 :
736 — Sabe-se que Q )A, ( > 1 ( > Demonstrar
v v \r—1

que a proposicdo anterior se generaliza tomando a forma

n-# N(t\ [/ n d

An+3 1—4n 12n+1 12n+7
e = A e N e == =
6 6 2 18 ) 18 y
12045 3 : )
= 1‘5 ~#. Porém, seguindo um outro caminho na resolu-
y
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RECTIFICACOES
Na resolu¢io do problema n.° 453 (G. M, n. 5) onde se l¢

Ha?+ 2 522+ 2a ;
\/ a,,,j_.f‘}., K0l \/ ity La.senﬂ)ﬂ, escreva-se respectiva-

. £
(3] 3

o
3

/T
mente: 1‘/?1, arc sen ¥ y a——.
B 14 6 H. R.
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