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O TEOREMA DE ROUCHE E A RESOLUCAO DE SISTEMAS
DE EQUACOES LINEARES

(CONTINUADO DO N.° 6)

3. Resolucdo de sistemas de equagdes lineares ¢ homogéneas.
n

O sistema Za,-.,- x;=b; (i=1,2,...m) diz-se homogéneo ou de
i=1

equacdes lineares e homogéneas se b=0 (i=1,2,...m).

Tem-se, portanto,

|
|

Da aplicacao do teorema de Rouché ao sistema 1) resulta,
imediatamente : .

ay Xitap Xyt +ay, 2,=0

i@y Xyt ay, X,=0

1)

At X+ Bz Xt

Lo o sistema 1) é sempre compativel, admite sempre a solu-
A0 X{=Xp—

2.0 ¢ condicdo necessdria ¢ suficiente para que o sistema 1)
admida solucGes ndo nulas que o mimero de incognitas seja
superior a caracteristica da matris A dos coeficientes, k<n, o
que implica @ indeteyrminacdo do sistema ;

3.0 se no sistema 1) for m=n, ¢ condi¢do necessdria e sufi-
ciente para que tenha solugdes ndo nulas que o determinante
associado " a matriz A dos coeficientes do sistema seja nulo ;

4.° se o mimero de incognitas ¢ superior ao wmimero de
equacoes, n>m , o sistema 1) admite solucées ndo nulas e o sen
grau de indeterminagdo é, pelo menos, m—mn .

s c() s

O leitor encontrara a demonstracdo destas quatro propo-
si¢des, baseada no teorema de Rouché, por exemplo, em
B. J. Caraca, Li¢oes de Algebra e Andlise, vol. 1, pags. 393-394.

Seja % a caracteristica da matriz A=((a;)) dos coeficientes
do sistema 1). A resolu¢do déste reduz-se a do sistema

@y X+ B Xyt By Xy — (@ X+ - @y, )
3\ By b el D I I N R R R R R tresrsr s
| @@+t +a,8=— (A X+ Fa, x,)
L it
ou 2 a; = — 2 @ux; (1=1,24... k)
=1 I=Ii+1
sendo
/ ;
4, = ' Qe ay |0,
’ @py v Ay, '

A aplicagdo da regra de Cramer ao sistema 2) resolve o
problema. O resultado reveste uma forma, particularmente,
notiavel se #—=/%-11. Com efeito, nesta hipotese o sistema 2)
escreve-se

{ @ %1+ Kot o+ @y XK= —@ppy Xpy

e a regra de Cramer conduz-nos a

Xy bix ) R it ¥ A Rl
Gl A e = Ay
onde A; é o determinante que se obtém da matriz
@iy Qg
Ry o By

pela supressio da coluna 7.
Pela sua importancia, convém fixar os resultados na hip6-
tese do sistema 3) se reduzir a

ax +by +cz =0

A=1a bul 0.
g com
a'x+by+cle=0, {

| a'd
Tem-se, como facilmente se reconhece,
== .y ——
be'—b'c a'c—ac ab—ab

&

x

Exemplo 1. Estudar o sistema

x4+ y—s5=0
‘ x—y+5=0
) —x+y+5=0
( x+y=0,

A matriz do sistema tem caracteristica 3, visto que &, por

exemplo,
1 1 —1|=—-4-0,
I =1 1
—1 1 1

O sistema proposto & compativel, por ser homogéneo,
mas admite apenas a solucdo nula, x—y—g-0,

Exemplo 11. Estudar o sistema
X¥+y+titu=s

X+s+u=y-+¢
y=t

X-tu=0

Vi =8

() Diz-se determinante associado a matriz A=((ai)) (i,/=1,2, 'n)
o determinante S(A)=|ai;| (/,j=1,2,---n).
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A caracteristica do sistema é 3 e éste é indeterminado de
grau 2, Tomemos para incégnitas principais x,v,s e as trés
primeiras equacoes, Tem-se

=]l 1=l
18] 12
Fo ST =0

e, pela regra de Cramer ou, mais simplesmente, por reducao,
v==n Ay=¢+ g=2¢f,

Determinemos um sistema fundamental de solucdes (.
Porque o sistema proposto é indeterminado de grau 2, o sis-
tema fundamental tem 2 solugdes que se obtém, por exemplo,
fazendo #=0, =1 e u=1, t=0. Tem-se

ey — 0 e =0 r—1 " =0

| =0 =1 =2 u=0 #-1,

Exemplo 111. Estude o sistema
l ax+py+v5=0
pr 4y +25—=0
l 1%+ 0y +ps=0
y sdo as raizes cubicas da unidade. (I. S. C. E. I,

1.2 Cadeira, 1.° Exame de freqiiéncia de 1939-40. V. a resolu-
¢ao no n,° 5 da Gas. de Mat. sob o n.° 481).

onde o,f,%

Exemplo 117, Encontrar as condi¢des para que o sislema

’ X=cy+bs
Y=asz+cx
l s=bx+ay

vepresente uma vecta ; mostrar que a recta ¢ vepresentada por

X }‘

Vi—aet yie

(F. C, C. exame de freqiiéncia de 1938-39. Publicado no n.° 4
da Gas. de Mat. sob o n.° 396).

Os trés planos, cujas equacdes sdo as do sistema proposto,
terdo uma recta comum se o sistema for indeterminado de
grau 1, ou, o que & o mesmo, se for 2 a caracteristica da
matriz A dos coeficientes do sistema.

Para tanto, é necessaria e suficiente a verificacdo da con-

dicdao

A= it S e e o (s 2—¢"=0
—C 1 —a {
—b —a 1=}

visto que ela implica o ndo anulamento de um, pelo menos,
dos menores complementares dos elementos de A, ou, o que
€ o mesmo, de um, pelo menos, dos determinantes de 2.2 ordem
da matriz A. O leitor verificara, facilmente, que ha sempre
trés determinantes de A de 2.2 ordem nio nulos simultanea-
mente e, portanto, ¢ legitimo afirmar a verificacio simultanea
das trés condigdoes 1—a2-~0, b+ac+0, c+ab-+0 ou 15240,
a+bc+0, c+ab+0, ou, ainda, 1—¢?-£0, a+bc=~0, b-+ac-0.

Suponhamos que se tem 1240, b+ac+0 e ¢c+ab+0.
Podemos, portanto, tomar duas quaisquer das equagdes do
sistema para constituirem o sistema principal. Conforme con-
siderarmos a 1.2 e a 2.3 equagdes, a 1.* e a 3.2 ou a 2.2 e a 3.3,
assim obteremos

St OB AT T S R R
b+ac atbc 1-' ciab 102 atbec
LR e
1—a® ctab b+ac

Tratando-se da mesma recta, serd

e TR e S i e

ctab 1-8® a+bc' 1—a® ctab brac
donde
a+tbc— \/I .12, blac—y1—aZ.y1—

E, finalmente, as equacdes da recta tomarao a forma
T v &

Vica Y12 yle

l. Relagoes entre as solugies dwn sistema de equagies
lineares ndo homogéineas ¢ as do sistema corvespondente de
equagoes lineares e homogéneas . Dado o sistema de equacdes
lineares ndo homogéneas
syl

QAT i

(1~—l,_,-~m)

diz-se sistema homogéneo correspondente ou sistema reduzido

&)) \‘1 a.

J= l

=0 (=2 - o)

Aproximando os resultados da teoria das equacoes linea-
res ndo homogéneas e da teoria das equacdes lineares homo-
géneas, resumidamente expostos nos paragrafos 2 e 3, com
facilidade se deduzem as relacdes existentes entre as solucdes
gerais dos sistemas 1) e 2) que sdo, fundamentalmente, conse-
qiiéncia da linearidade dos primeiros membros das equa-
coes de 1) e 2).

E basilar, nesta matéria, o

Teorema — A solugdo geral do sistema 1) cbtém-se somando

‘a solugdo geral do sistema 2) uma solucd@o particular qualquer

do sistema 1),

Seja p—n-—k o grau de indeterminacdo do sistema 2) e

I K 2 W %l (I 3 9y f”

l
l Xy=7; | (J=p+1,---m)
a sua solugao geral, obtida do sistema fundamental de solucdes
{ xfz;l,u.v.),»--ym (=I5 20n D)
=Vipti2 Vjppas o O (F=P+1, - %)
=

& l<—j=1
SE gl et (DR

Se,]a &x=0; ... n) uma solucdo particular do

' sistema 1).

A solucdo geral do sistema 1) sera

ozt B el ol s, 950508
=1
Vs (G=p+1, 0 m).

() Diz-se sistema fundamental de solug¢oes dum sistema de equa-
coes lineares e homogdéneas indeterminado de drau n- £ todo o conjunto
de n-k solucdes do sistema linearmente independentes, portanto, qualquer
outra solucdo do sistema € uma combinacdo linear delas e reciproca-
mente. Para a sua determinacdo v. B. J. Caraca, ob. cit., vol. I, p. 598-400.

2 Como primeira leitura sobre o assunto v. E. Borel—[rincipes
d’Aléébre et d’Analyse (Bibliothéque d’Education Scientifique) p. 1-60.
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Lxemplo. x— 83, y-23, =1, {¢~5 & uma solugao do

sistema

O sistema reduzido escreve-se

‘ ¥+y+ett=0

’ 20—y +25+2£=0

¥=y+5+1=0
cuja caracteristica é 2. A regra de Cramer da
¥=—(s+28) y=0.

X um sistema fundamental de solucoes
(=—1""y=0n7s== 1320
i simh e e i )
¢ a solugao geral do sistema reduzido é
F=—(tp) y=0 s=31 r=u.
A solucao geral do sistema proposto é

Xo=— (8/3 42+ {l.)

‘y=2 3 s=1+) =24 T

b. Bibliografia. O leitor encontrara exposicies teoricas
do assunto tratado em:

B. J. Caraga — Ligoes de Algebra ¢ Andlise, vol. I, p. 363-
-101; G, Vivanti — Lesioni di Analisi Matematica, vol, T,
p. 104-116; S. Pincherle — Lesioni di Algebra Complementare,
parte seconda, p. 81-106; E. Pascal — 7 Deferminanti, p. 307-320;
L. Massoutié — Determminants, équations et formes linéaires,
P. 25-45;

exercicios resolvidos e propostos em:

G. Belardinelli — Esercizi di Algebra Complementare,
p. 173-193; Aubert et Papelier — Ewercices d'Algibre, d’Ana-
lyse et de Trigonométrie, vol. 1, p. 37-49; R. Nogués — Cours
de Mathématiques Spéciales sous forme de problémes, p. 17-19;

e, nos finais dos capitulos dedicados & exposicdo tedrica
do mesmo assunto, aléem das obras indicadas em primeiro
lugar, em:

Niewenglowski — Cours d’Algébre, vol. 1, p. 214-216;
C. Bourlet — Legons d’Algébre Elémentaire, p. 205-206; C. Com-
berousse -— Cours de Mathématiques, vol. I11, 1.2 parte, p. 302-
=312, 317-320; J. Haag — Exercices du Cours de Mathématiques

Spéciales, p. 198-203, ;
A. SA DA COSTA

A LOGICA MATEMATICA E O ENSINO MEDIO

(CONTINUADO DO N.° 6)

18 — Tratemos agora do terceiro método de demonstra-
Gao: o método de reducdo ao absurdo, também chamado método
analitico indirecto. Iiste e os anteriores constituem os métodos
gerais de demonstracdo, por isso que, para demonstrar uma
proposicao qualquer, & forcoso adoptar um déstes métodos,
além de que o emprégo de cada um déles ndo é privativo
duma classe particular de proposicées. Pode até acontecer
que, na mesma demonstracio, se acumulem dois ou mesmo
os trés métodos: tratar-se-a, neste caso, duma demonstraciao
de tipo misto. :

O método de reducido ao absurdo consiste essencialmente
em demonstrar a proposicdo dada =, estabelecendo a falsidade
da sua contraditoria, ' : ora (§9), se 2’ € falsa, » é necessaria-
mente verdadeira, Para demonstrar a falsidade de 2/, segue-se
a marcha dedutiva: deduzem-se de »' novas proposicdes ;
destas, outras ainda, e assim sucessivamente, até se chegar a
uma proposicdo o' que seja a contraditéria duma proposicao
@, conhecida como verdadeira; assim o' serd falsa, e como
se tem 4 — o', também o' sera falsa. Quando se chega 2
proposicdo ', manifestamente falsa, diz-se que tal conclusio
€ absurda, donde a designacao do método (de reducio ao
- absurdo); por outro lado, é visivel a analogia entre éste
método e o analitico, o que justifica, em parte, a segunda
designacao.

Como exemplo, demonstremos em Geometria plana, par-
tindo do postulado das paralelas, a seguinte afirmacao : «Duas
rectas distintas, paralelas a uma terceira, sdo paralelas entre
si». A contraditéria da proposicdo a demonstrar é a seguinte :
«Existem, pelo menos, duas rectas distintas a e b, que, sendo
‘paralelas a uma terceira ¢, ndo sdo paralelas entre si» ; mas
notemos que, se as rectas a e b sdo distintas e néo paralelas,

se encontram num ponto M=a.b, e, assim, a altima propo-

sicdo é equivalente a seguinte: «Existe uma recta ¢ ¢ um
ponto M, tais que, por M, passam duas rectas a e b, dis-

tintas, paralelas a c» Mas esta proposicio é incompativel
com o postulado das paralelas, e portanto falsa: a proposiciao
dada ¢é pois verdadeira.

Muitas vezes, éste método reduz-se a simples aplicagao
das propriedades 1) € 2) do § 5, ao teorema i —#, a demons-
trar: como as implicacdes fi—> 1t e t' — 1/ sdo equivalentes,
demonstrar que se tem fi—t ¢ 0 mesmo que demonstrar a
implicacdo #' —- ' (parte-se da contraditoria da tese e é-se
conduzido a negacao da hipotese).

19 — Em Matematica, ndo se consideram apenas teore-
mas, postulados e definicGes — verdades estabelecidas: estu-
dam-se também problemas — verdades a estabelecer. (Modifi-
cando as convengoes introduzidas no § 12, passaremos neste §
a representar elementos determinados ou conkecidos pelas
primeiras letras do alfabeto e elementos variaveis ou descontie-
cidos pelas altimas letras do alfabeto). Esquematicamente, um
problema consiste em, dada uma proposi¢do condicional »(X),
pedir a determinacido dos elementos que satisfazem 2 condi-
cao = (X). Assim, resolver um problema nido é mais do que
passar duma proposicdo «(X) para outra B(X), que seja
equivalente a primeira, e que se considere definidora da
classe dos elementos que as verificam. Por exemplo, o
problema «Determinar os nimeros x, tais que x? 7x |
+10-0» fica resolvido quando se passa a proposicao condicio-
nal «(x=2)4(x—5)», equivalente a que € expressa pela equa-
¢ao do enunciado.

Mas, tendo em vista as observacdes do § 9, é de prever
que surjam davidas, quando se procura interpretar o sentido
da locugdo «resolver um problemay. Assim, os problemas que



