GAZETA DE MATEMATICA

EXAME DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES
LPOCA DE JULHO — ANO DE 1941

Licenciaturas em ciéncias fisico-quimicas e em cién-
cias matematicas, cursos preparatérios das escolas
militares e curso de engenheiro gedgrafo

PONTO N.° 5
737 — Dada a equagdo ax?+bx+c=0, forme outra equagio
cujas raizes sejam ignais s da primeira, adicionadas do nliimero m.
R: Se¢ja Ax2+Bx+C=0 a equagdo pedida e o. ¢ B as raizes da pri-

meira: Serd D _o +myBpm_x P +2m= Tae

A a a
C jimed ibmy iy cbm b am?
X=(a+m)([ﬂ+ m)=af+(a+ {’;)m*l‘ml‘-“—'*a' g Bl I ey =
A equagio pedida serd pois: ax24(b—2am)x+am?—bm+c=0.

J. P,

738 — Defina arranjos e permutagles e escreva as formulas
que servem para o calculo do nimero de grupos distintos dessas
duas categorias. R: Chamam-se arranjos aos agrupamentos de
objectos que se distinguem uns dos outros quer pela ordem quer pela
natureza dos objectos. (Diremos que dois objectos sdo da mesma natu-
reza quando forem iguais). Permutagdes sdo agrupamentos que se
distinguem simplesmente pela ordem dos objectos. As formulas pedidas
sdo para o numero de arranjos de n objectos tomados p a Pp
"A,=n(n—1)(n—2)--- (n—p+1) e para o ndmnero de permutagies

P,=n(n—1)(n—2).--3.2.1. JoP;
739 — Determine os valores reais de x que verificam a
To—5

expressdo : é—; >4. R: A desigualdade proposta é equivalente

_ x—9 == DBw el g
as segquintes —4>0; ———>0; (—255+7)(8x—3)>0;
8x—3 8x—3
—200 (x—7/25) (x—3/8) >0 donde 7/25 <x <3/8. J&P;

740 — Calcule, por logaritmos, a area do tridngulo isdsceles
cuja base mede 21,321m, medindo 53°27'32/' 0 Angulo que se opde
a base. R: Se forem b, h e B a base, a altura e o dngulo oposto a

i b2
base serd A =-—bh=—
] 4

I
cotg 3 » e aplicando Ingaritmos log A=

=2 log 21,321+ colg 4 +log cotg 26° 43/ 46/ =25<1,32881 1 39794 +

+0,29792=2,35348 donde A=22567m2. TR
£ : : cotg? a1
741 — Verifique a identidade: sec2u=—"—"—-
cotg2a—1
1 sen2a--cos?a cotg?a-1 ;
R:t'gec2a = = = 2
cos2a cos>a—sen?a cotga—1 J.P.

742 — Calcule, sem recorrer As tdbuas de logaritmos, os

g 9
valores de cotg390° e cos <— % “> . Rt Ceot@8909=iaot.30° =

cos 30° 3/2 5
= se"z__w e ‘/172/ — /35 cos (—9x/4)=cos (In/4)=c0s (2x+7/4)=

= cos /4= {/2/2. J.P.

743 — Sobre os lados AB e 5C de um tridngulo 4BC cons-
troem-se para o exterior os dois tridngulos equildteros ABC' e
BCA!. Demonstre que os tridngulos ABA' e CBC' sio iguais e
que portanto é AA'=CC'*, R: Os tridngulos ABA! e CBC' sdo
iguais porque tém 2 lados iguais e o dngulo compreendido. De facto
o lado AB considerado como pertencendo ao 1.° tridngulo é igual ao
lado C'B do 2.° (sGo lados do mzsmo tridngulo equildtero); o lado

BA! do 1.0 é igual ao lado BC do 2.° (razdo idéntica). O Gagulo
em B mno tridngulo ABA/ é igual ao dngulo B do tridnguto ABC
mais 60°, 0 mesmo acontacendo ao Gngulo em B pertencente ao tridn-
gulo CBC'; portanto serd AA'=CC!. J. P.

744 — Defina menor miiltiplo comum de 3 niimeros e indique
os métodos que conheee para o caleular. R : Menor miltiplo comum
de 3, ou mais ndmeros, é o menor ntmero que é divisivel por todos
éles. Ewxistem dois métodos para determinar o m. m, c.; o método dos
factores primos e o de Euclides. Pelo primeiro o m.m. c. é o produto
dos factores primos comuns a todos os nfmeros e dos ndo comuns,
cada um tomado com o maior expvente. Pelo sequndo acha-se o
m. m. c. entre dois déles e em seguida o m.m. c. entre o m.m. c. achado
e 0 outro nimero; é éste 0 m. m. ¢. dos 3 mimeros. Japa

Curso de habilitagao para professores de desenho nos

liceus
PONTO N.° 4

2 oy
x2+6—16 5
222 —3x—35

do trindmeo numerador, N, sdo —7 ¢ +2 e as do denominador, D ,

745 — Resolva a inequagio R: As raizes

sdo —% e +5. As solugdzs da inequagio proprsta s@o os valores
que satisfizerem a qualquer dos sistemas N>0 e D0 ou N <O
e D>0. De modo que os valores pedidos sdo 2<x<0 e
A
— i, e e
2 % [ 2,
746 — Diga o que sabe sObre asraizes da equagio ax?+bx+
+¢=0 quando se anulam separadamen e os coeficientes a, b e ¢,
e, ainda, quando se anulam simultdneamente dois déles, associa-
dos de todas as maneiras pussiveis. R: ¢=0 wuma raiz nula e

b 3 : : c
outra — — . b=0 duas raizes simétricas +\ / — ;
a a

a=0 uma raiz

c
g b=0 e ¢=0 duas raizes nulas; a=0 e b=0

duas raizes infinitas; a=0 e c¢=0 uma raiz infinita e outra nula.
o 7

co e oulra

747 — Escreva na forma de poténcia a expressio 3‘/2‘/—5.

1

R: 20°. J. P,
748 — Calcule por logaritmos, a diferenga dos comprimentos
das bases de um trapézio rectangulo cuja altura mede 17,48 m e
em que um dos Angulos internos mede 148°29'45'" . R : Se um dos
Gngulos mede 148°29' 45" o outro mede 31°30'15!! e a diferenca
pedida é dada por d=17,48m cotg31° 30' 15" ou log d=log 17,484
+log cotg 31°30' 15" =1,24254+0,21262=1,45516 e d=28,51 m.

e

749 — Escreva a expressio geral dos dngulos que verificam
™ —‘ ™ 3
a igualdade cosec <w+—6—>= VDB axat s Ereri(Salok W%

seja x=kn + (=1 —— .
4 6 J. P.

750 — Desenhe um tridngulo rectingulo e construa sobre cada
um dos seus lados um tridngulo equilitero. Prove que a area do

# Aconselha-se o leitor a executar sempre a construgdo indicada.
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tridngulo construido sdbre a hipotenusa ¢ igual & soma das dreas

dos tridngulos construidos sobre os catetos. R: Sejam a, b, e c

respectivamente @ hipotenusa e os catetos do tridngulo rectdngulo e
by, hy e hy as alturas dos tridngulos equildteros que tém por base a,

h1 a
b e ¢. Como os tridngulos equildteros sGo semelhantes serd AT
2
hl a
e i donde bhj—ah, e chy=ah;. Provar o teorema proposto
3 c
equivale a provar que bhy+chy=ah,, mas tendo em conta as rela-
v : 3 bh d
relagies anteriores tem-se sucessivamente b-__1 4 ¢ ﬂ =abh; e
a a
b2+4-c2=a2 que por traduzir o teorema de Pildgoras demonsira o
enunciado. g

751 — Defina paralelogramo e indique os casos particulares
em que as suas diagonais se dirigem segundo as bissect' izes dos
dogulos internos. R. Paralelogramo é o quadrildtero que tem os
lados paralelos dois a dois. Os casos particulares pedidos sGo aqué
les em que os quatro lados sis iguais, isto é, o quadrado ou o losango,
porque dividindo a diagonal os dngulos internos ao meio fica o para-
lelogramo dividido em 2 tridngulos tyuais, por cada diagonal, tridn-
gulos que tendo 2 dngulos iguais sdo isdsceles. iJ. b,

752 — Defina lugar geométrico e indique qual o lugar geo-
métrico dos pontcs do espago equidistantes de trés planos que se
cortam dois a dois segundo rectas paralelas distintas. R: Chama-
-se lugar geoméirico ao conjunto de todos os pontos do espago, que
gozam da mesma propricdade que lhes é exclusiva. O lugar geomé-
trico pedido é constituido por 4 rectas definidas pela intersepeio dos
planos bissectores dos diedros formados pelos planos dados.

Jo Pe

753 — Defina miltiplo de um niimero e demonstre que o qua-
drado de todo o nimero n3o divisivel por 5 ¢ um miltiplo de 5
aumentado ou diminuido de uma unidade. R : Chama-se miltiplo
de um niumero a a todo o mmero da forma na em que n é um inteiro.
Um nimero ndo miltiplo de 5 é duma das s2yuintes formas: 5n+1
e 5a+2. Se o nimero é 5a+1 o seuw quadrado serd 52 n2+41+
+2.50=5+1; se édo forma 50+2 0 seu quadrado é 5n2-+4 +
+9::9 50 =5uA=E =1 Jo:

Faculdade de Engenharia da Universidade do Pdrto
PONTO N.° 1

754 — Resolva a equaglo 2(x—1)2=(z+5):3 calculando o
valor numérico das raizes até & terceira casa decimal. R: A equa-
¢o dada ¢ equivalente a 6x2—13x+1=0 que se obtém da proposta
desenvolvendo o primeiro membro, desembaragando do denominador e
simplificando. As raizes sdo x;=2,086 e x,=0,079. J.P.

755 — Partindo da express3o que d4 o nimerc de combina-
¢Oes de m objectos p a p deduza o niimero de diagonais que se
podem tirar num poligono de n lados. R : Se considerarmos os n
vértices do poligono o niimero de rectas distintas que podem tracar-se

2 e T
unindo 2 a 2 ésses vértices é dado pela expressio <9> mas como n
2
~ ’ ’ . . I3 o
dessas rectas sdo lados do poligono o nlimero de diagonais é g )=n=

=n_(f_;n_n=n(n_2):2.
2 b

756 — Calcule o valor, reduzido & dizima, da expressio

5 5
y=x *>—1 para »=0,3274. R: Calculando o valor de x? por

. : 2. 5D I
meeo de logaritmos vem log x? = ?:; log x = P X 1,51508=2,78770

»

S 00613845 Do yundi 1w 1 snaer

9

5
2

e X

2 X J. P,

757 — A hipotenusa dum tridngulo rectingulo ¢ ignal a
20325 metros e a razds dos 4ngulos adjacentes igual a 1,25. Cal-

cular a 4rea do tridngulo. R: Se forem B e C os Gngulos agudos

B
serd 6 =1,25=125/100=5/4 e como B+C=90° serd B=50°

1 1
e C=40°. 4 drea é dada pela expressio A = Ebc = 5 a2senCeosC=

a2 . : 203,252
g 2C, se for a a hipotenusa ; donde A = —
5

» sen 80° =

=10170,66m?2 . i

758 — Escrever as formulas do seno, coseno e tangente da
soma de dois dngulos. Fazer os 4ngulos iguais e escrever as for-
mulas resultantes simplificadas.

759 — Demonstrar que, no plano, se um angulo se desloca
sendo cada lado obrigado a passar por um ponto fixo, qualquer
recta invaridvelmente ligada ao dngulo e passando pelo vértice
passa constantemente por um terceiro ponto fixo. R : Quando um
dngulo se desloca pelo modo descrito no enunciado o seu vértice des-
creve um arco de circunferéncia (pais o lugar geométrico dos pontos
dos quais se vé wn segmento sob um dngulo dado é constituido por
dots arcos de circunferéncia simétricos, de que o segmento é a corda);
se a recla passa pelo vértice invariavelmente ligada ao Gngulo, neces-
sariamente essa recta passard por wm ponto fixo que pertence ao
arco de circunferéncia descrito pelo vértice. ijee

760 — Que métodos conhece para determinar o menor multi-
plo comum ? Aplique-os aos nimeros 719 e 620. R : O método de
Kuclides e o método da decomposigio em factores primos. Como 719
€ primo o m. m. c. é o produto dos dois niimeros T19><260=186940 .

JoBs
e Instituto Superior de Agronomia
PONTO N.° 2

3x—2
e
(@—1) (@2-2)

Efectuando e simplificando :

761 — Resolva a inequagio ==

3x—2 o
TR i
3x—24(x—1)(x—2) x?
(x—1) (x—2) o st
seja negativa é necessdrio e suficiente que o sew demominador seja
negativo, porquanto o numerador é positivo por se tratar dum qua-
drado perfeito. Déste modo a inequaglo anterior é equivalente d
inequagdo (x—1)(x—2)<0. Como as raizes do 1.° membro sdo,
como é evidente, 1 e 2 conclue-se que a desigualdade é satisfeita para
valores de x do intervalo restricto (1,2), istoé, 1<x<2.
¢ J.C.

762 — o) Quantos produtes diferentes se podem formar com
os ntimeros 2,5,7,9 e 11 de modo que em cada produto figurem
trés daqueles factores? R: Como, pela natureza do enunciado, os
produtos deverdo ser diferentes, conclue-se que total ou parcialmente
deverdo ser diferentes os factores que os compdem. O nimero de tais
produtos é por isso igual ao ndmero de combinagdes de 5 objectos
543 T

31 J. €.

<0. Para que a fracgdo

tomados 3 a 3: Ci=
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) A que condigBes devem satisfazer os coeficientes reais a,

b e c para que a equagio awitbr?+c—0 admita duas raizes nulas

e duas raizes imagindrias? Justifique. R: Para que a equagdo

admita duas raizes nulas e duas imagindrias, deverd a equagdo

resolvente admitir wuma rafz nula e oulra negativa; donde resulta

que o produto das raizes é nulo e a sua soma é negaliva 0 que
c

a

b

c b
equivale a afirmar que =VsgT <0 ou
22 U0
a

J.’C.

763 — Um dos catetos dum tridngulo recténgulo mede
1956 metros e a altura referente & hipotenusa mede 1044 metros.
Caleule o angulo agudo adjacente ao cateto dado, do referido

tridngulo. R: Designando, respectivamente, por ¢, h e B o caleto,
a altura e o Gngulo referido tem-se: h=ctg B donde th:E.
c
log tg B=log h+colg ¢=3,01870+4,90101=1,01971; B39 44'.
’ J.C.
764 — a) Verifique a seguinte identidade:
senx | tg2x . cotg?a=2—cos?w. R: sen?x 4 tg? x . cotg? x =

—gen2x}+tg?x- =gen2x+1=1—cos?x+1=2—cos®x.

tg?x

). C.

b) Em que quadrantes sio simultineamente crescentes as
fungdes tangente e cosecante? Justifique. R : A fungdo tangente é
crescente em todos os quadrantes. A cosecante é crescente nos qua-
drantes em que é decrescente o seno, isto é, no 2.° e 3.° quadrantes.
De modo que as duas fungdes sio crescentes simultdneamente no 2.° €
3.0 quadrantes. S ot

765 — Considere no paralelogramo [ABCD] a diagonal AC.
Conduza pelos vértices B e D perpendiculares dquela diagonal e
designe por M e P respectivamente, os pontos de intercepgdo
dessas perpendiculares com a referida diagonal. Demonstre que

os segmentos de recta BM e DP s3o iguais. R: Com efeito os
tridngulos rectingulos [ABM] e [PDC] sdo iguais por terem a hipo-
tenusa e um dngulo agudo iguais cada um @ cada um. B cofo em
triGngulos iguais a Angulos tguais opdem se lados iguais, conclue-se

que BM=PC. J. C.

766 — Uma esfera de raio R foi seccionada por um plano que
dista do centro da esfera SR/5. Sabendo que o perimetro da
secgfio obtida e a drea da superficie da esfera siio expressos pelo
mesmo nimiero, calcule B. R: Designando por r o raio da secgdo e
atendendo &s condigdes do enunciado tem-se (1) 2rr=4xR2. Por outro

lado, o teorema de Pitdgoras permite escrever r=\/R2#—2{l5 R2_—

\

4 4 2
= 5 R, donde, por substituigio em (1) 2w - 5 R=4zR2 ou R = 3 g
Jo©.

Instituto Superior de Ciéncias Econdmicas e Financeiras
PONTO N.° 2

767 — a) Defina lugar geométrico e dé exemplos de lugares
geoméiricos no plano e no espago. ¢ Uma superficie cilindrica
pode ser considerada como um lugar geométrico? Justifique a
resposta. 5) Determine o lugar geométrico dos vértices dos tridn-
gulos que tém & mesma base e a mesma area. R: b) Os tridngulos
em questdo tém a mesma altura, logo o lugar geométrico é o conjunto
das 2 rectas paralelas & base comum equidistando desta a altura, isto

no caso do plano. Supondo que se trala dum problema no espago o
lugar geométrico é a superficie cilindrica de revoluglio cujo raio da
secglio recta tem por medida a altura e cujo eiwo € a recia a que a
base pertence. L M. Z.

768 — Resolver a equagio
(x+Vz).(c— /z)=(a+Va).(a— Va). Determinar a de
modo que o produto das raizes seja igual a —1. R: Tem-se
(x+vx) (&= ﬂ):(a-}— Va) (a— /) ou x2—x—a2+a=0, donde

gl Vitda—da = 1i(12'_23) . As raizes sdo pois Sl

2
e xy=a. O valor de a satisfazendo & condigiio pedida ¢é dado por
—a2+a=—1 ou a?—a—1=0 donde s +v/'5 -
. 2 M. Z.
769 — Calcular o valor de « dado pela expressio mzza‘éf
C
onde a—=1/4, b=sen17°28', ¢=0,004, d= (0,03)—2.
ot b il 5 sen'/417028' (0,03) :
c'2d 412, (0,004)!2
1/4 log sen 17° 28/—1,8693349
2 log 0,03 =7_L,9542426
1/2 colg 4 =1,6989700
1/2 colg 0,004  =1.1989700
log |x| =38,7215175
|x]=0,00526644, donde x= -+ 0,00526644 . M. Z.

770 — I5 dado um ecirculo de raio de » e, inscrito néle, um
tridngulo isosceles tal que a soma dos Angnlos adjacentes a base
6 trés vezes o Angulo no vértice. Determinar os lados e dngulos
désse tridngulo. R : Seja o a medida comum dos dngulos adjacentes
& base b e B a do dngulo oposto. Tem-se 24.—=3B e 20.+3=180°,
donde B=45° e 2—67°30'. O dngulo ao centro correspondente d
corda b é evidentemente 23—=90°, e, portanto, b ¢é o lado do qua-
drado inscrito ou b=r ‘/5/2 . Designando por 1 a medida comum
dos outros 2 lados do triGngulo isdsceles tem-se

A R AR oYy G L T
2 V2. cos 670 30!

M. Z.

771 — Resolver um tridngulo rectingulo conhecendo a hipo-
tenusa a e a area s. Aplicagdo numérica: s=16,8 metros qua-
drados, a@=7 metros. R: Tem-se be=2s e b2{c?=a? donde
(b+c)p=a?+4s e bte=+ a2+ 4s.

b e ¢ sdo pois as raizes da equagio: X2— Va2t 4s X +2s=0,
Py t/a3+»;4sit2/a2+4s—85= Va3+4s2i‘/éz—4s_ Todis
digdo de possibilidade é traduzida por a2—4s>0. No caso presente
¢ 49—67,2 <0 e portants os dados ndo sdo admissiveis. M.Z.

772 — Determinar o menor valor inteiro de » para a qual a

fracgfo s ¢ inferior a }— R : Tem-se }l}——i‘—'
; 2.4.6---2n 104 2.4.6---2n
= i e ~1— =4 ~—1— donde 2">10%, ou nlog2>4, e finalmente
on on 104 ’ = )
4 4

13,2 --- . O valor pedido é pois n=14 .
M. Z.

P> —=——
log2 0,30103.--

Nota — S3o obrigatérios quatro pontos, entre os quais o pri-
meiro — Tempo de duragio da prova: 2 horas.
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Instituto Superior Técnico
PONTO N.° 5

773 — Uma sala rectangular com 45 metros quadrados de super-
ficie encontra-se pavimentada com ladrilhos de duas gualidades.
Os primeiros cobrem nma superficie de 34,44 metros quadrados e
os segundos, dispostos em quatro filas, formam uma cercadura
rectangular dos primeiros em téda a volta da sala. Sabendo que
os ladrilhos da cercadura sio quadrados de 1 decimetro de lado,
calecular as dimensdes da sala. IR : Sejam x e y as medidas, em
dectmetros, das dimensdes do pavimento da sala. O rectdngulo cuja
drea é 3444 dem?, tem por lados x—8 e y—8 donde a primeira equa-
cdo (x—8)(y—8)=3444, por outro lado é xy=4500. O stistema
destas duas equagdes é equivalente ao sistema xy=4500 e x -y =140,
como se vé facilmente, cujas solugdes sdo x=90 dem e y=>50 dem .

& Pl

774 — Determinar as condigdes a que satisfazem os nimeros
a e b sendo log (a—b)=loga+tlogb. R: Delog(a—b)=lsga+
+logb vem sucessivamente log(a—b)=1log(ab) e a—b=ab ou

— 1%; por outro lado terd que ser a—b>0, a>0e b>0.

' JSE.

775 — Determinar os valores de @ que satisfazem & equagio
arc sen x{/3—arc sen 2x—arc sen « . R: Fagamos arc sen ox—u e
arcsen x=f ou seja seno—=2x e sen B—=x serd cos o=+ 1—4x*
e cos 3=+ ‘/1 —x2. Da equago proposta tira-se entdo arcsenx V3=
—o0—8 ou sen(x—pB)=x{ 3 e desenvolvendo esta expressdo
sena cosf3 — cosa sen[ﬂ:xy/g e sena cosB=x‘/§ 4 cosc.senf ou
9x {/1I—x2=x {/3+x{/1—4x2 equagdo que admit: a soluglo x—0¢
as outras solugdes seriio as da equagdo 2 \/1———? —= /3t Vl — 4x?
que por sua vez sdo tddas ou algumas das da equagdo que se
obtém elevando ao quadrado ambos os membros daquela, isto é, de
4(1—x2)=3+1—4x242 \/3—(1 —4x2) ou 2 ‘/3 (1—4x2)=0 cujas
solugdes sio as da equagio 1—4x2=0 ou sgja x—==+1/2. Todas as
solugdes satisfazem ao problema. JREy

776 — Dada uma circunferéncia de raio R achar a distincia
do centro a que devem ser tiradas as tangentes & mesma circun-
feréncia para que a corda determinada pelos seus pontos de con-
tacto tenha um dado comprimento a. Valor dessa distincia para
a—R. R: Seja x a distGncia pedida, e sejam O, T, T! e S res-
pectivamente o centro da circunferéncia, os pontos de contacto das
tangentes e o ponto donde sdo tiradas as tangentes. Serd 0OS=x e
OT=R ; por outro lado o tridngulo OST ¢é rectdngulo e 03 € a sua

hipotenusa. A corda 'I'l'=a ¢ perpendicular a 03, e a altura do

ALGEBRA

1.S. C. E. F. —1.° exame de fregiiéncia, Fev. de 194l
779—Resolver a equagdo 1—ua+ a2w2—: -+ (—1) 1o~ 0=1=0
onde o & uma raiz de indice » da unidade. A equagio tem
rafzes reais? Quais e quando? R: O 1.0 membro da equagdo pro-
posta é a soma dos n primeiros termos duma progressdo geométrica
(=1 x"—1
ax-+1

de razdo —ox. Hscrever-se-d, portanto, —0 ou

(—1)x"—1
ox+41
par, as raizes da equagdio dada sdo asjraizes da equagio x'—1=0—

2km 2k

—>x=cos =F pisen=" k=0,1,:.-(n—1) com excepgio da
n n .

=0 por ser o« uma raiz de indice n' da unidade. Se n é

- . 2
tridngulo OST, relativa & hipotenusa tem por medida g Se dest-

gnarmos por y a distdncia da corda TT! ao centro O, pela aplica-

[5

B2 3
¢lio da teorema de Pitagoras temos : <7> J,—y?=R9 ; R?=xy wvisto

y ser a projecedo de R sébre x. A resolugio déste sistema dd o valor
9R? 9RY B
e e !
{/4R2—a? it

777 — Numa pirimide tetragonal regular a aresta da base
mede 10 centimetros e as arestas laterais formam com 2 base
angulos de 45 graus. Calcular a drea da secgfo feita na pirimide
por um plano paralelo & altura e a uma das arestas laterais e
distando 2 centimetros da altura. R: O plano que secciona a pird-
mide é paralelo a um plano diagonal () da pirdmide e determing nela
wma figura homotética da secgdo produzida pelo plano diagonal que
como facilmente se vé, é um tridngulo rectdngulo isdsceles, cujo altura
relativa & hipotenusa (que ¢ a altura da piramide) é portanto igual
a metade da hipotenusa (diagonal da base da pirdmide). A metade
10g 2 —5\/ 2 visto

a base ser um quadrado. A razdo de homotetia enire as duas figuras
5¢/2

é ———:_

5¢2—2

da base, é 5y 3—2, donde a drea A=(5y2—2)".cm?. i

que para a=R toma a forma x=

desta diagonal tem por medida, como ¢ 6bvio,

e portanto a altura do tridngulo pedido, igual a melade

778 — Calcular a 4rea da linula limitada por dois planos
diametrais duma esfera sabendo que o tridngulo plano formado
por um dos extremos do didmetro comum e pelos pontos de inter-
secglio dos referidos planos com o eirculo méximo perpendicular
tem um lalo igual a 6 centimetros e o outro igual a 12 centi-
metros. R : Se considerarmos o tridngulo plano cujos vértices sio um
extremo do dimetro comum, o centro da esfera e um dos pontos de
intersecgdio dos planos com o circulo mdximo, (tricingulo rectdngulo
cujos catetos sdo raios da esfera) a hipotenusa déste tridngulo é um
dos lados de 6 ou 12 centémetros ; é facil ver que nio pode medir 6 cm
pois o cutro, que é uma corda, seria mador que o didmetro da esfera.
Entdo o raio da esfera é dado por R24+R?=12% ou seja R=06 V?
O dngulo diedro formado pelos dots planos é tal que o sew rectilineo

6 -
4—=2 are sen ——= o que da o valor a/2=20°704. A drea da linula

262
serd entdo A — 2%(;8_4 .2.4.%(6y/F)'=26 cm2. o,

(1) Por comodidade chamaremos plano diagonal ao definido pelo vér-
tice da piramide e pela diagonal da base.

SUERERIOR

i = 2 Se n ¢ impar, as rafzes da equaglio dada sio as

QCk+1)x | 2k+1)=
= +1isen

n

raizes da equagio x"+1=0-—>x=cos

- il
k=0,1,:-(n—1) com a excep¢do da raiz — —. Note-se que,
o
sl y ot 1
sendo o uma raiz de indice n daunidade e n par, —o' =" ""

¢ ainda uma raiz de tndice n da unidade. Se n ¢ impar, —o'"' é
uma raiz de indice n da unidade negativa. Raizes reais. Se n é par,
Laverd duas raizes reais +1 ou uma sé.+1, conforme az+t1

ou a=71. Se n éimpar haverd uma raiz real —1 se a4l
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780 — Determine o ‘lugar geométrico dos pontos do plano
tais que a raziio das suas distincias a dois pontos fixos do plano

seja X . Discuss?o. Tragado do lugar para n—1 e n=2. R: Sejam
n

Pi(—a,0) e Py(a,0) os dois poatos fixos (cixos cartezianos rectan-
gulares). Seja M (x,y) um ponto qualquer do plano, éle pertencerd
ao lugar se (i@l > 1 ety +2azepe? 1
; (x—2)*+y?> n x?4y2—2ax+a2 n?'
(v2—1) 2%+ (v —1) y24-2a (n24-1) x+(02—1) a2=0. Se n#+1,

5 ; b n241 ;

o lugar ¢ a circunferéncia de centro C(-—a 2+1 ,O> e raio
o
2an :

B Se n—+oco, r—>+0 e a abscissz do centro

2—>—a, a lugar reduz-se ao ponto Py. Se n=1, a equagdo
escreve-se x=0 e o lugar coincide com o eixo Oy .
)
Para n=2 x?—{—y~+j’f ax+a?=0.

Nota — Supcz-se n>0. '

e . LUk W I N

F. C. P. — Junho de 1941
781 — Determinar o plano osculador da linha
J’ z”—fvyl—i-a;-”*a;:‘)‘

| 4arctg ° _d2—20—=—6,
Y

782 —Iutegrara equagio «2y'—=zy'4-2y=

no ponto (1,1,1).

783 — Seja (I) a linha integral da equaglio /1 ,° Fy =gy
que passa pelo ponto (0, 1), e consi-
deremos um ponto P cuja abeissa tenha
um valor numérico igual ao da 4rea
OAMB e cuja ordenada seja igual ao

: M/p)

comprimento do arco 4M .

Mostrar que a tangente em P ao A
lugar (L) dos pontos P ¢& paralela A
tangente em M, e verifizar se hd ou
nfio correspondéncia entre os M. e m. © B 4
de Y e y, e entre os pontos de inflexfio das 2 curvas.

- 1. 8. C. E. F. — Exame final, 17 de Julho de 1941
uwvtaoy=1

,’_ ‘1
w+y

784 — As equacdes definem « e y como fun~

5 Ay o Yo Ry
¢cOes de u e v. Calcular . T

785 — Calcular o integral /J _d“’—"’y')?
. (14 a2492)2

1.0 — a todo o plano, 2.°— ao interior da par"xbola yP=22.

estendido :

R : 1.0 — Introduzindo coordenadas polares, tem-se: e
o (122 pyRp
m w
= /de (1%92)) O integral imprdprio / (T___ é convergente,
v ¢

como se vé imediatamente; e, como se conhece ama primitiva

2(2+1)

Outra resolugéio: Sejam A e B os dois pontos fixos e sejam M
e N os pontos que dividem o segmento AB em dois segmentos tais que

a razdo das suas medidas é — (M e N sdo conjugados harmdnicos
n

em relagio a A e B). E evidente que os dois pontosM e N pertencem
ao lugar.

M
Seja P um nontv do lugar. Entdo —— = —— e, por=
2 N Tt MB N

tunto PM ¢ a bissectriz do Gngulo APB e PN a do dngulo APB'.
Conseqiizntemente, o Gaigulo MPN ¢ recto. Reciprocamente, s o
ponto P é tal que o dngulo MPN seja recto, enliio a razdo das suas

distdncias a A e a B ¢ igual a _1_ Logo o lugar geomélrico é a
n

circunferéncia de didmetro MN. Se n=1, como imediatamente se

reconhece, o lugar geométrico é a mediatriz do segmento AB .

As solugdes dos exercicios 779 e 780 sdo devidas ao Sr. Dr. Augusto
S4 da Costa.

ML T ESTM AL

| =

da fungdo integranda, é muito fdeil de calcular; o seu valor é

3

Do

27

1 »
O inlegral pedido tem entdo por valor —2—/ do==

2.0 — A equagdo polar da pardbola dada é o2sen20—2scos0=0,

donde =0 e 9:&02’%. O integral duplo, efectuando a mesma
sen?
mudanga de waridveis do exercicio anterior pode escrever-se:
2cosfl 20
g +7.T/"l sen? 0 sen?
= i) __/ @ | epdr ) VYRS e
-FaFryty R0 J (14
-T2 0 ]
/2
2 : £ 2
= _w_ e, portanto, vem: I=8 __.CS_"_."_‘“’__:
4 cos?0--seni g 4 cos? 6 sen o
0

[}

SN i - ;

=8| fazendo a mudan¢a de varidvel tg 0=t éste inte-

t/t4+4t'-’+4’f ¢ &) )
0 *

gral é convergente e calcula-se pela determinagio da primitiva de

uma, fun¢do racional. M. Z.

786 — Integrar a equagiio @2y — 2wyy + 12 = @t - a2 2.
R : Notemos que o primeiro membro se pode escrever (xy'—y)>.
Tem se entdo: xy'—y=+x (x2+y*)"2. Escrevendo-a sob forma con-
veniente € fdacil de ver tratar-se duma equag¢iis homogénea. Fazendo

b
a mudanga de varidvel y=tx, vem: (1 o S =g
d¢
A equagdo m =dx tem por integral geral t=senh (x+-c)
SR ;
e a equagdo m=— dx o integral t=senh (¢ —x).

O integral geral da equag@o proposta é entdo
[y—xsenh (x+4c)] [y—x senh (c—x)]=0

N. B. — Vide: A. R. Forsyth — A treatise on differential
equations — London — 6.* ed 1933, pdgs. 30-31. M.Z.

Y e
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I. 8. T. — Marco de 194]

787 — Determimar sobre a circunferéncia de intersecg¢io de
plano y=2t com a esfera de raio I e de centro na origem, os
m4ximos e minimos da fungfio F'=x—y—z. (Eixos rectangulares).
R: As equagoes de condigio sdo o(x,y,2)=2x—y=0 e o3(x,y,z)=
x?+y2+2z2—R2=0. Os pontos de estacionaridade da fun¢io F sdo

o =0
:1=0 2x—y=0
as solugoes do sistema: 0‘(F il ou | x24y24+72—R2=0
S { x+2y—z=0.
O(x,y,2)
M. Z.
y > xddx 3
788 — Calcular o integral / * R: A fungio inte-
o/ (m3A1)2

granda é racional. Tem-se (x3—12=(x—1)2(x2+x+1)%. 4 regra d-

PROBLEMAS

791 — Provar que para k&, inteiro positivo, é nulo o
seguinte determinante

Al 1 it it
2Li3) 4 (2k+1)! (2£+2)!

1 st e Lsseond
na @Yt (ke

1 1 1
QO 9l = v = PRI s
2/ (2B=1). TR,

if 1

0=20,"0 =

27/ 37

1

(0l § 0 ) 1 —

27

>/ x84 -
Lubini permite escrever tmediatamente (1),/( ); :); = Alog(x—1)3+
. L4 > s,
2x+1 “Dx2+ Ex+ F . =
+ Blog (x*+x+41) 4 C arc tg V3 e +3 ;+ + C.te. ~As
AN L L PN <

constantes A,B,C,D,E,F sdo a solugio do .sz',sten}a de-equ}%g&es
lineares que se obtém por identificagio dos 2 membros da igualdade
que resulta de (1) por derivagdo. M. Z.

789 — Dado o sistema p bk e . T

calcular
? alogz —u'logy =4

¥z 02 u
e ;
02 dy da? :
343 3
790 — Verificar em f(x,y,2)= ‘/Lgi as propriedades
Vaty+z

fundamentais das fungdes homogéneas.

PROPOSTOS
792 — Mostrar que o determinante A, é nulo para 2>2.
A=|ag—=by ay—0, ag—b,
‘ as—by  ay—by ay—0,
ag—by ay—0y ay—b,
o
i a,—by a,—by a,—b

793 — Calcular o determinante de ordem # cujos ele-
mentos ¢; sdo dados por e =e,=e¢;=1 e ey=e, ;¢ iy
(1<i,j=n).

794 — O sucessor do produto de quatro inteiros conse-
cutivos € um quadrado. :
(m—Dnn+1)(n+2)+1=#2+n—1),

SOLUCOES DE PROBLEMAS PROPOSTOS EM NUMEROS ANTERIORES

706— Numa circunfer@ncia de raio R traga-se um tridngulo
inscrito. Dois dos lados déste trifingulo limitam segmentos circula-
res cujas alturas sdo R/6 e R/8. Calcular a 4rea do tridngulo.
R : Sejam AB e BC as cordas que limitam os segmentos de alturas
R/6 e R/8 respectivamente. Tem-se imediatamente: (A-g/2);"’ —
—R/6.(2R—R/6)=11R?/36 e (BC/2)’=R/8 (2R—R/8)—15R2/64,
donde AB=R /11/3 e 1TU=R$/1—5—/4. A altura BD do tridngulo
[ABC] de base AC permitira determinar a drea pedida, por inter-
médio do cdlculo AD e DC. BD pode encontrar-se como segue :
Tome-se o didmetro de uma circunferéncia dada, de que uma extre-
midade é B; seja I o outro extremo désse diG@metro; os tridngulos
rectdngulos [BAD] e [BFC] sdo semelhantes porque os dngulos em
A e F sdo iguais. Entdo BD : BC=AB: BF e, portanto, BDL—
—R {/165/24 visto ser BF —=2R .

Tem-se pois DC—= \/15 2/16—165R?/242—5\/15R/24 ¢ AD—
— V11R2/9 —165R2/242 —=T\/11R/24. A drea pedida é pois
1/2(AD+DC) . BD=(77y/15+75y/11) . R2/1152.,

EMIDIO DE OLIVEIRA

332 — Demonstrar a identidade: "C,+2'C,_,+"C,_,="2C,.
R : O primeiro membro da igualdade pode escrever-se "C,+2"C,_ +

n! nt? u!
i a3 =
r!(n—r)! (r—1)! (o—r+1)! (r—2)!(n—r+2)!
Ent(n it I (e 2 Pnll oifn —rel @)l s (neoil)

_|_ nCr_? =

r!(n-—-r+2)!

_n!(n2+r3—2nr+3n—3r+2+2nr~2r?+4r+r2—r)_
£ r! (n—r42)! 5
g (n2+3n—}—2)_n!(n+1) (n+2)_ (n+2)!

Crl(n—r42)! ! (a—r+2)! r!(n+2—1)!

S0 e gk
JiiPe

333 — Se um tridngulo B=18° e C=36° entdo é a b=R
o raio do circulo circunserito ao tridngulo. R: B’ fdcil ver que os
menores arcos da circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC que
tem por cordas os lados b, ¢ e a medem respectivamente 36°, 720
e 108°. Como se sabe qualquer corda duma circunferéncia é igual
ao didmetro multiplicado pelo seno da metade do menor arco que a
corda subtende ; por isso serd a=2R sen 54° e b=2R sen 18°; donde

a—b=2R (sen 54°—sen 18°)=2R (0,809—0,309) =R . J.P.
RECTIFICAGOES
687 — Seja b a base e ! o lado. Tem-se b
2l+b=p
| 20—b—4k2p TSR G e A de
| 21+b=p 4p %
ser, evidentemente, p > 2h.
Aplicagdo numérica: h=2, p=8 —1=25 e b=3.
S5.C.

. 654 — Intercalar entre as 12 e 2.2 linhas da 2.2 coluna : que
diferem entre si quer pela matureza quer pela ordem em que estdo
dispostos. Chamam-se combinagdes aos agrupamentos de objectos. ..

Jab,




