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0S METODOS AXIOMATICOS MODERNOS E 0S FUNDAMENTOS DA MATEMATICA

(De uma conferéncia feila por J. Dieudonné, professor da Faculdade de Ciéncias
de Nancy, no Instituto de Allos Estudos de Bruxelas, em 11 de Janeiro de 1939,
publicada em «Revue Scientifique, 77¢ année, n.* 4 — Avril 1939, Paris)-

... com Euclides e depois déle até ao séeulo xix, a situagio
das matemdticas é a seguinte: raciocina-se sdbre noges de que
se possue uma idéia vaga, concebidas como uma espécie de idea-
lizagbes experimentais, sobre as quais se admite um certo ntimero
de proposigdes verdadeiras, que aparecem, também, como extra-
polagdes da experiéncia. Até mesmo, quando se agrava mais Sste
estado de coisas, como apds a introdug¢io dos infinitésimos e dos
imaginarios, com as intermindveis discussSes gque provoea o pro-
blema da sua «naturezay, parece que ninguém se impressiona com
o caso; & que as conclusles do raciocinio dedutivo mantém-se
sempre, como 0s proéprios axiomas, com uma natureza intuitiva e
vizinha dos factos experimentais e que, por outro lado. as aplica
¢Ues da matemitica &s ciéncias experimentais, longe de conduzi-
rem a absurdos, ddo-lhes, pelo contririo, um impulso novo e fazem-
-nas avangar de éxito em &xito. O fim justificando os meios, a
matemitica desenvelve-se cada vez mais sem se inquietar com as
bases sdbre que assenta.

Esta atitude modifica-se porém, quando, com os progressos
da Anilise, aparecem, na segunda metade do séeulo xix 8sses
séres motivo de espanto para os contemporineos como as curvas
sem tangentes, as curvas preenchendo um quadrado, as superficies
ndo regradas aplicdveis sObre o plano, primeiros espécimes duma
galeria de monstros que n3» cessou de ampliar-se até nossos dias.
Torna-se entdio clara e duma maneira indiscutivel que a extra-
polagio que conduzin das nogles experimentais 4s nogSes mate-
miéticas esta longe de ser uma operago tio natural e t30 anddina
como se viu até entFo; e, por outrolado, também se aprende, pela
Primeira vez, a desconfiar da intui¢fio nos raciocinios matematicos
visto que factos tdo intuitivos como a existéncia duma tangente
a uma curva sfo matematicamente falsos em geral. Daqui resulta
0 passar a impor-se desde entdo a necessidade absoluta a todo o
matemdtico empenhado na probidade intelectual de apresentar os
seus raciocinios sob forma awiomdtica, isto é, sob uma forma em
que as proposigdes se encadeiam dnicamente em virtude das regras
da ldgica, fazendo voluntiriamente abstracgio de todas as «evi-
déncias» intuitivas que podem ser sugeridas ao seu espirito pelos
termos que ai figuram. Frisamos que se trata de uma forma que
se impde na apresentacdo dos resultados; tal porém em nada dimi-
nue o papel da intuigdio na sua descoberta, papel que para a maio-
ria dos investigadores se reduz a uma intui¢3o, por ventura con-
fusa, dos fenémenos matematicos que estudam, mas que conduz
freqlientemente ao caminho que os levari ao termo.

Mas o terreno que a intui¢gio conquistou assim dum tinico
salto é necessirio em seguida, ser organizado, é preciso forjar,
elo a elo, a cadeia das proposi¢Ses que conduziri ao resultado
procurado; e, neste trabalho, a intui¢fio n3o deve desempenhar
lugar algum; s6 a légica estricta domina, e é A fria luz desta qae
devem ser exammadas as verdades que o matem4tito se lisongeia
jé de terem sido descobertas; trabalho ingrato e quantas vezes
fastidioso, mas quanto util, porque quem fez investigagdes mate-
miticas sabe bem que a verdadeira intuigo se sente raramente de
comégo e que a maior parte do seu labor consiste em regeitar,
umas apos outras, as intuigdes falsas!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Acusa-se com freqiiéncia os métodos axiométicos de secos e
estéreis. Quanto ao primeiro ponto, tudo depende essencialmente
do talento do expositor; nada impede &ste, conservando-se per-
feitamente rigoroso, de escolher uma linguagem suficientemente
rica de imagens para despertar no leitor ressonfncias intuitivas
apropriadas. Quanto & segunda objecgdo, a historia do desenvol -
vimento das matemditicas, no decurso dos trinta iltimos anos,
basta para a reduzir a zero; o emprégo do método axioméitico,
mostrando claramente donde provinha cada proposi¢io e quais
eram, em cada caso, as hipéteses essenciais e as hipéteses supér-
fluas, revelou analogias insuspeitdveis e permitiu generalizagdes
extensas: os desenvolvimentos modernos da Algebra, da Topolo-
gia, da Teoria dos Grupos nfio tém por origem senfio a generali-
zagio do emprégo dos métodos axiomaticos.

¢ Quais seriam as novas bases da ciéncia matem4tica tma vez
reconhecida a necessidade do método axiomatico ? Antes de mais
nada tornava-se indispensével um trabalho de revis3o das teorias
desenvolvidas anteriormente, porque se’'reconhecera claramente
que nos raciocinios feitos até entfio se haviam introduzido a cada
passo consideragdes intuitivas e que os sistemas de axiomas em
que, por assim dizer, assentavam os racioeinios eram insuficientes
para os desenvolver com todo o rigor. A mais célebre destas revi-
soes (sem davida porque dizia respeito A parte das matemiticas
conhecida pelo maior nimero e que passava até entdo por um
modélo de rigor) foi a feita por Hilbert sébre a geometria eucli-
deana nos «Grundlagen der Geometrie» publicados em 1899 for-
mulava-se ai um sistema de 21 axiomas, e mostrava-se que &stes
eram necessdrios e suficientes para demonstrar rigorosamente todas
as proposigdes conhecidas da geometria euclideana a 2 e a 3 di-
mensdes.
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—  Pela mesma altura outros matemdticos levaram a bom termo

“um trabalho anilogo ao de Hilbert em todos os outros ramos das
-mateméticas; umas apds outras as diversas geometrias, a aritmé-
tica, a dlgebra, a teoria dos grupos, a teoria das fungdes de varid-
vel real e de varidvel complexa, eram axiomatizadas e sempre
pelo mesmo processo: tomava-se como ponto de partida um con-
Jjunto de elementos de natureza absolutamente indeterminada, mas
entre os quais existiam certas relagdes, relagies estas submetidas
a condigdes dadas; o sistema destas condigdes constituia o sistema
de axiomas da teoria, donde tddas as outras proposigdes deviam
deduzir-se pelo emprégo exclusivo das regras da légica. Por
exemplo, um grupo pode definir-se como um conjunto de elemen-
tos onde ¢ definida uma fungfo de 2 varidveis f(a, ) que,quais-
quer que sejam os elementos a e b do conjunto, é ainda um ele-
mento do conjunto; além disso, os axiomas da teoria sfo os
seguintes: 1.0 — f(f(a,b),e)=f(a,f(b,c)), quaisquer que sejam
a, b e c¢; 2.°—existe um elemento e do conjunto, tal que
f(e,a)=a, para qualquer a. 3.°— A todo o elemento a corres-
ponde outro elemento & ‘do conjunto, tal que f(b,a)=e.

A que resultado se chegou ao terminar éste enorme trabalho
de axiomatizag30? Em primeiro lugar quanto & verdade das pro-
posi¢Bes matemdticas libertou-se esta de todo e qualquer contacto
com a nog¢do dgverdade experimental ; certo é que procedendo assim
se tinha feito perder aquéle cardcter de absoluto que tanto encan-
tava os nossos antepassados; tratava=-se agora duma verdade hipo-
tética de qualquer modo, isto €, as proposigdes matematicas passa-

vam a ser s0 consideradas verdadeiras em virtude de um decreto
puramente arbitrario pelo qual se declaravam verdadeiros os
axiomas; a tnica verdade absoluta que se mantinha era a das
regras da ldogica.

Em segundo lugar, qual era a inteligibilidade da linguagem
mateméitica com &ste novo ponto de vista, ou por outras palavras,
a que representagdes mentais deviam corresponder os termos que
eram empregados? Sem duvida, era bem especificado ‘ser initil
ter uma imagem precisa dos objectos sdbre os quais se raciocina ;
como dizia B. Russell: «A matemaitica ¢ a ciéncia em que nfo se
sabe do que se fala, nem se o que se diz é verdadeiro». Mas havia
pelo menos uma qualidade que se atribuia a €sses objectos miste-
riosos, era o existirem; e com o existirem a propriedade de s rem
elementos de conjuntos, de terem entre si relagdes, estarem em
correspondéncia uns com outros, e finalmente poderem ser os objec-
tos de raciocinios dedutivos segundo as velhas regras da logica
aristotélica, tais como tinham sido rejuvenescidas e codificadas
pelos l6gicos do século xix (Boole, Schrider, Frege).

Em definitivo, as no¢les indefiniveis da nova matemitica e
de que portanto era necessario ter uma clara representagdo men-
tal, eram a noglo de conjunto e todas as nogles conexas: corres-
pondéncia, fungfo, subconjunto, soma de conjuntos, etc., numa
palavra, todas as nogles cujo estudo especial constituia a recente
teoria dos conjuntos, que o génio de Cantor acabava de criar.

Trad. de M. Z,

UM PROBLEMA DE GEOMETRIA DESCRITIVA RESOLVIDO POR SEMELHANCA

Dados: — Desenhar um tridingulo U' V! W/, sendo U' V'=9cm
VIW'=8cm e U! W'=6ecm (fig. 1).
Tragar a altura que parte de W' e a bissectriz do 4ngulo em V/;

quatro pontos U, V,W, 0, tais que QU=0V=0W e Ol
perpendicular a OU e OV e Angulo de OU com OV igual
a 60 graus.

Fig. 1

designar por O' o ponto de intersecco da altura com a bissectriz.
Considerar U, V!, W!, 0!, como projec¢des (projecciio paralela) de

Pedido: — Determinar a projec¢io da secgdo feita no tetrae-
dro OUVW pelo plano bissector do diedro OU.



