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Caro Leitor, os discursos, as relagdes pessoais, as fungdes oscilantes, as au- gz‘l‘r’:gifade de
las, os anuncios... tudo isto e muito mais se deteriora pelo corrosivo efeito ajplb@mat.uc.pt

da monotonia! Nao nos enganemos, também no estudo da matematica ha
momentos em que tudo parece igual, e em que se necessita de um sopro

de inspiragao.

ontar é uma atividade bdsica que esteve presente

desde os alvores da humanidade, fazendo parte dos
temas de estudo de uma drea da matematica, rica em ques-
tdes complexas de enunciado simples, a Combinatoria.
Esta é insepardvel da prépria no¢do de ndmero natural e
estd estreitamente ligada a Teoria de Ntmeros. J4 a Teo-
ria Analitica dos Numeros, depois de 150 anos de histéria
(bastante mais, se considerarmos as contribui¢es de L.
Euler), pode considerar-se um ente estranho. Se os ntime-
ros naturais ou os inteiros formam um conjunto discreto,

podemos perguntar-nos:
Porqué a andlise com niimeros?

O termo andlise procede de uma palavra grega que,
entre outras coisas, significa decomposicdo. Mais do que
o significado comummente aceite em matematica, relacio-
nado com derivadas e integrais, vamos aqui concentrar-
-nos no seu sentido etimolégico.

Naturalmente, esta questdo ndo tem uma resposta f4cil
e compreendé-la requer um certo nivel de conhecimento
matemdtico. Além de que os matematicos tém, em geral,
um problema com a divulgacdo: ndo sabem mentir!

De facto, a matemdtica moderna estd firme e bem as-
sente no rigor. Mas esta virtude, por vezes, torna-se exces-
siva quando nos separamos do dmbito da investigacdo ou
de um ptblico constituido por colegas.

Aqui, temos como propésito ilustrar alguns aspetos da
Andlise, mostrando com exemplos e eliminando o fardo
dos pontos mais técnicos, como as médias de fungdes, a
la mode de Newton, fazem parte da maravilhosa aventura
do Célculo.

INTEGRAL VERSUS MEDIA.

Em qualquer curso introdutério de Célculo pode encon-
trar-se que o integral é uma area, e durante algumas aulas
ensinam-se somas inferiores e superiores i Riemann... para

depois, ndo sem algum trabalho, demonstrar que

1 1
t=_.
=
Este resultado é natural! A drea do tridngulo é dada por

b x a/2 =1 x 1/2. Posteriormente, e j@ munidos do super
teorema fundamental do Célculo, deduzimos que

x xk+1
K=" keR". 1
/0 kr1r "t c M
A partir daqui, as somas de Riemann como que se esvae-
cem do Calculo.

Haverd alguma justificacdo natural para a identidade (1)?

O que se segue é uma tentativa de explicar este re-
sultado usando Teoria de Probabilidades (cf. J. Bernoulli,
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"Ars Conjectandi" e H. Dérrie, "100 Great Problems of Ele-
mentary Mathematics", pag. 40-44):

Dados sequencialmente trés niimeros x,y,z em [0,1],
qual é a probabilidade de que o primeiro seja o maior?

Da simetria do problema concluimos que sera 1/3.

E, se conhecermos x, qual é a probabilidade de que y
(respetivamente, z) seja menor do que x?

Deverd ser x, pois, a probabilidade de que um ntimero
em [0,1] esteja em [0, 1/2[ é 1/2, de que pertenga a [0,1/3[ é
1/3 e de que esteja em [0, x[ é x. Assim, podemos concluir
que a resposta a questdo inicial ¢ dada por x2. Somando
(integrando) entre todos os possiveis valores de x dedu-
zimos que

1 1 x 3
‘/0 tzzg e também /OtZ:%

(para a ultima identidade basta considerar uma mudanga
de escala). Iterando o processo, e considerando k + 1 nu-
meros em vez dos trés anteriores, obtemos (1), como uma
primeira versdo da lei dos grandes niimeros.

Quando k ndo é um inteiro positivo... Comegamos por
definir o operador valor médio de fem [0, x[, como
x . )+ -+ f(nd
W f = lim (), () = LTI 00)

n—co n

com ¢ = ¥/n. Note-se que, se f é integrdvel em [0, x[,
mp=L [ @)
0 f= x /o f-

Assim, tomando f(t) = t* temos

p(n) = x* (15 4 k) /L

Por exemplo, para k =1, u(n) é facilmente determinado.
Para tal, basta aplicar a famosa ideia de um jovem C.F.
Gauss:

1 + 2 + + n
n + n-1 + - + 1
(n+1) + (n+1) + + (n+1)

logo, u(n) = x (1 + -+ +mn)/n* = x (n+1)/(2n) pelo que,
Mt =x /2.
0

Vejamos como proceder, em geral, para estimar
s(n) = 1k 4 . .. + n¥. Como consequéncia da desigualdade

AN

de Cauchy (cf. Gazeta de Matemdtica, 168, pag. 9) temos que
¥<l+v(x—1),x>0,0<v<1;
etomando v =1/xel+v(x — 1) = y obtemos
yY>1+xy—1),y>0,c>1. (3)

Assim, substituindo, em (3), y sucessivamente por 9/v > 1
e por V/8, obtemos

9% — y*

- <r @

U vl <

pelo que tomando sucessivamente (¢,V) = (j,j—1),
j=1,...,n x =k+1esomando,

0< 1M1 < (k+1)1F
(k4+1) 1% < 2k 1941 < (k4 1) 2

(k1) (n—1)F < nF1 — (n — 1)1 < (k+1) ¥
(k+1) (s(n) —nF) < i1 < (k+1)s(n)

pelo que

! 5(n) 1 +1,neIN,k>0.

k+1 ~nkl " k+1  n
Assim,
. s(n) X xk
lim —% = —— 1 =
Jim T = g oo 98? t 1 (5)

e, tendo em atencéo (2), obtemos (1).

UM LIMITE NOTAVEL
No tratado De analysi per aequationes numero terminorum
infinitas, I. Newton apresenta um estudo sobre a represen-
tagdo em série de poténcias das fungdes exponencial, seno,
cosseno, logaritmo, binomial... Nesse estudo assume parti-
cular importancia a média de cada uma das fungdes indi-
cadas. O que pretendemos fazer é discutir as ideias princi-
pais deste estudo, ilustrando-o para a fungdo exponencial.
Comecemos por estabelecer uma desigualdade anélo-
ga a anteriormente deduzida para a fungdo poténcia (4),
agora para a fungdo exponencial,

9 4

v_¢ —¢ 8
¢/ <5 <e’, 9> V. (6)

De facto, a fun¢do exponencial satisfaz a seguinte desi-
gualdade:
e*>14u, ueR\{0}. (7)
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Tome-se agora # =V +¢ >V, faga-se em (7) u=y¢
(respetivamente, u = —¢), e, multiplique-se cada uma
das expressdes por eV (respetivamente, e?), obtendo-se
e? > eV + gpeY (respetivamente, eV > e? — ge?), de onde
se conclui (6).

Agora, tendo em ateng&o (6), concluimos que
.ot —e*

lim

X—x X —«K

=", n€R.

UMA REPRESENTA(:AO

DA FUNCI-\O EXPONENCIAL.

Por defini¢do, a média da fung¢do exponencial em [0, x[ é o
limite quando n — co de

65+825+___+€H(5 x
= , 0=—;
n n

p(n)

tomando sucessivamente (8, V) = (j§,(j — 1) ),
j=1,...,nem(6), ie.

< —1<sé

5 < — ¢ < ¥

(560171)6 < e e(nfl)é < 5

somando, efetuando pequenas simplificagdes, temos

e"—1< (n)<ex—1+ex—1
X # x n

, x>0,

e"—1+e"—1< (n)<e"—1
X n # X

,x <0,

pelo que
ef -1

X
98Tet= , x € R\ {0}.
A média herda do integral propriedades importantes
como a linearidade, a monotonia e um teorema do valor
médio:

Sejam f, g fungdes positivas e integrdveis em [0, x[; entdo

(inf f) Mg <M (fg) < (sup f)Mg.

Assim, de (7) obtemos, aplicando o operador média a am-
bos os membros, e tendo em atengdo que conhecemos jé a
média das fung¢des ¥k, cf. (5),

eX —1 2

>1+%, ie. e">1+x+%.

De e*>1—x, ie. e* <1+xe¥, com x >0, obtemos,

aplicando o operador média a ambos os membros, e ten-
do em atengdo o teorema do valor médio, anteriormente
estabelecido,

2

X M x
<1+§e , ou e <1—|—x—|—j

e¥ —1
er.

Acabamos de provar que, para todo o x > 0,

2 2
X x X
§<E <1+x+j

er.

1+x+
O caso x < 0 é um pouco mais simples. De facto, de (7)
obtemos, aplicando o operador média,

X _1 2
¢ >1+%,x<0, ie. ex<1+x+%;

aplicando uma vez mais o operador média,

¥ xd
i

e >1+x+

Assim, para todoox <0,

x2 x3
2 T ar

2

1+x+ <ex<1+x+%.

Iterando o processo anterior, obtemos que o erro cometido

quando representamos a fungéo exponencial na forma

2 n
S PN
2! n!
é inferior a
n n+1
(e"—l)x—,x>0 ea L,x<0.
n! (n+1)!

Ora, (\XI”/ n!) é uma sucessdo com limite zero, consideran-
do x em intervalos fechados, I, de R. De facto, se x = 0, é
evidente; e paratodo 0 # x € I,

B m_Ja

— X =—— — 0
(n+1)n!><|x\" n+1 noeo

logo (IxI"/n!) é majorada por uma progressdo geométrica
de razdo em ]0,1[. Assim,
. x? X"
e =1+x+ -+ +—+,
2! n!
é a representacdo em série de poténcias da fungdo expo-
nencial, que é absoluta e uniformemente convergente so-

bre intervalos fechados, I, de R.
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