Oconjunto dos niimeros
reais é conexo, uma

propriedade topolégica

que formaliza o conceito de

ser formado por “uma s6

peca”. Apresentamos uma
demonstracgdo deste facto
usando uma construcdo de
Bolzano-Weierstrass, que apela
a intuigdo geométrica, e que nos
é familiar das demonstracoes

de R ser compacto.
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A nogdo de conjunto conexo é da maior importancia em
Matematica, ocupando um lugar central, por exemplo,
em muitas questdes da Andlise, incluindo Andlise Com-
plexa. Esta nogdo pretende formalizar a intui¢do de um
conjunto ser formado por uma sé “pega”, por oposi¢ao
a duas ou mais pecas separadas, como ilustram os exem-
plos da Figura 1.

A definigdo aparece habitualmente quando se estuda
Topologia, porque se consegue apresentar usando o con-
ceito primitivo de conjunto aberto. Depois de apresenta-
da a defini¢do exata, surge naturalmente o problema de
determinar quais sdo os conjuntos conexos em R, o mais
importante e basico dos espagos topolégicos, com os con-
juntos abertos habituais (cuja defini¢do recordamos a se-
guir). A intui¢do diz-nos que deverdo ser os intervalos, os
subconjuntos dos reais que ndo tém “buracos”. Mas em
Matemdtica, e em especial neste tipo de questées funda-
mentais, a intui¢do nao chega, sendo necessdrio definir os
conceitos e provar as afirmagdes com todo o rigor.

O propésito desta nota é precisamente apresentar uma
nova demonstracdo para esse resultado cldssico, que em
R os conjuntos conexos sdo os intervalos.

Para tal, vamos utilizar uma construgdo do tipo Bolza-
no-Weierstrass, ou bisseccdo de intervalos, que é a técnica
habitualmente usada para mostrar que, em RR, os conjun-
tos compactos sdo os fechados e limitados. A construgdo
consiste em dividir o conjunto de interesse em metades
sucessivas, mantendo aquelas que tém a propriedade de-
sejada, até se atingir um ponto limite. Neste limite, chega-
-se a uma contradicdo e prova-se o pretendido.Esta cons-
trugdo parece ter sido usada originalmente por Bolzano
para provar o Teorema do Valor Intermédio [1]. A prova
original encontra-se traduzida em inglés em [2].

Comecamos por definir os intervalos em RR.

Defini¢ao. Um conjunto I C R é um intervalo se, quais-
quer que sejam x,y € I, se z € R for tal que x <z <y,
entdoz € I.

Assim, como é habitual, os intervalos sdo os conjuntos
da forma [a,b], Ja,b], [a,b] e ]a,b[ e também os conjuntos que
se estendem indefinidamente como | —o0,a] | —o0,4],
[a, +00|, ]a, +oo] e 0 préprio R.

Como jd referimos, sendo a conectividade um conceito
topoldgico, é necessdrio definir os conjuntos abertos de IR.

Definigao. Um conjunto A C R diz-se aberto se, para todo
ox € A, existir um e > 0 tal que o intervalo |x —€,x + €]
estd contido em A.

A B

Figura |. Exemplo de um conjunto conexo (A) e de um conjunto

desconexo (B) em R,

Definimos agora a conectividade em IR.

Defini¢ao. Dado X C R, dois conjuntos abertos A,B C R
dizem-se uma desconexao de X se:

1. XN A e X N B forem disjuntos e ndo-vazios;

2.XC AUB.

Defini¢do. Um conjunto X C R é conexo se ndo existir
nenhuma desconexdo de X. Caso contrdrio, diz-se que é
desconexo.

Vamos entdo mostrar que os intervalos em R séo co-
nexos. A implicagdo reciproca, que os conjuntos conexos
sdo intervalos, é um resultado de demonstragdo muito
simples.

Teorema. Os intervalos em IR sdo conexos.

Demonstragdo. Vamos demonstrar o resultado por re-
dugido ao absurdo. Suponhamos que I € R é um intervalo
e que I é desconexo, sendo A, B uma desconexdo de I. Para
simplificar a notagdo, definimos A’=INAeB =INB.
Como estes conjuntos sdo ndo-vazios, escolhemos dois ele-
mentos ayg € A’ eby € B'. Assumimos, sem perda de gene-
ralidade, que a¢ < by (caso contrdrio, alteramos os nomes
de A e B). Consideremos agora o intervalo Iy = [ao, by] e
tomemos o seu ponto médio xg = (ag + by) /2. Sendo [ um
intervalo, temos xy € I = A’ UB/, pelo que x( deve per-
tencer a A’ ou a B/, mas ndo a ambos, porque estes conjun-
tos sdo disjuntos.

Definimos agora o intervalo I; da seguinte maneira:

[ﬂo,xo], se xg € B’

I = a1, b] =
1= [m b [x0,bo], sexpe€ A

Por construgdo, a; € A’ e by € B’. Além disso, I) C Iy e
lay — b1| = 1/2|ag — bol.
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Construimos sucessivamente uma familia de interva-
los de forma andloga, fazendo x,, = (a, + by)/2 e definin-
do os intervalos

sex, € B
sex, € A

[an; xn],

n € IN.
[xnrbn],

Iy = [a11+1r bn+1] = {
Tal como anteriormente, os conjuntos I, intersectam A’
e B'. Temos também a cadeia de inclusées Iy DI} D ---
DI, D--- e sabemos que |a, —by| = (1/2)" |ag — byl-
Como R é completo, esta sequéncia converge para um con-
junto {c}, ou seja,

%

JeeR: () In={c}

n=0
Como ¢ € I, ¢ deve pertencer ou a A’ ou a B'. Suponha-
mos que ¢ € A’ (o raciocino é analogo se ¢ € B'). Como
A é um conjunto aberto e ¢ € A, existe um ¢ > 0 tal que
Jc—¢€,c+e€[ C A Também existe um intervalo I, total-
mente contido em |c—¢,c+ €| (0 n tem de ser tal que
|ay — by| < €, 0 que é sempre possivel encontrar). Entdo, I,
estd totalmente contido em A’ = I N A. Mas isto é absurdo,
porque I, também contém by, que estd em B’ e ndo em A'.
Logo, a nossa suposicao inicial era falsa, e I é conexo. O

Apesar de ndo ser relevante na demonstracdo, é inte-
ressante notar que os conjuntos A e B seriam uma desco-
nexdo de todos os I, e ndo s6 de I (basta mostrar que A
e B obedecem aos critérios da definicdo de desconexdo).
Neste sentido, os conjuntos I,, “herdam” de I a proprieda-
de de serem desconexos. Este facto estd em analogia direta
com as provas de compacidade. Nestas, assumimos que
o conjunto original X ndo é compacto e construimos uma
sucessdo de intervalos que partilham essa propriedade.

A demonstragdo habitual de que R (ou um interva-
lo de R) é conexo ndo utiliza a bissec¢do de intervalos.
A construgdo, nesse caso, utiliza o supremo do conjunto
(a0, bo] N A. A existéncia deste supremo, tal como a exis-
téncia do conjunto-limite {c} desta prova, é uma conse-
quéncia de R ser completo, pelo que parece ser este o fac-
to crucial, independentemente da forma de completude
que usamos.

De facto, de acordo com [3], é conhecida a equivalén-
cia entre

» conectividade;

> existéncia de supremos para intervalos limitados su-
periormente;

» convergéncia de sequéncias de intervalos (cada um
contido no anterior).
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(Em rigor, para ter equivaléncia, é preciso juntar a pro-
priedade arquimediana a esta dltima).

Esta pequena nota foi escrita com a convicgdo de, ape-
sar de se conhecer a equivaléncia, ndo se ter ainda escrito
a demonstragdo explicitamente. A ideia surgiu enquanto
frequentava a disciplina de Topologia e Andlise Linear do
Departamento de Matematica da Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade de Coimbra.
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