ARQUIMEDES, UMA MENTE BRILHANTE

Caro leitor, vamos ver como alguns modelos e principios devidos a
Arquimedes estdo na base da teoria matematica que se conhece hoje como

Cilculo Integral.

matemadtica pode ser vista como uma ciéncia utilitd-

ria; para tal basta analisar os programas de estudo
dos cursos de qualquer Faculdade de Ciéncias, que in-
cluem disciplinas de Célculo, Algebra, Estatistica ou Ma-
teméticas Gerais. De uma forma geral estas disciplinas tra-
tam temas de matemdtica de maneira cldssica sem relagdo
com o curso a que estdo destinadas, o que pode constituir
um problema. Acresce ainda que, para os alunos de uma
licenciatura em Matemadtica, é importante ver como se in-
tuem férmulas de Fisica sem ter o porto seguro de axiomas,
defini¢Ges e rigor.

A motivagdo ao escrever este texto é dupla: por um
lado pretendemos levar os alunos a contemplar alguns te-
mas de divulgagdo que dentro de algum tempo formardo
parte dos seus estudos universitdrios e, por outro, quere-
mos ajudar a dificil tarefa de incluir, nos estudos de mate-
madtica, temas de Fisica, despertando no aluno o gosto pela
andlise abstrata destes temas. Isto pode contribuir para o
desenvolvimento nos estudantes de capacidades deduti-
vas e de uma postura de investigador fundamental ao seu
processo de crescimento. Devemos lembrar-nos de que foi
pela admiragdo que o Homem comegou a filosofar.

UM POUCO DE HISTORIA. Pode dizer-se que, de entre
as descobertas que Arquimedes fez, a de que mais se or-
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gulhava era do célculo do volume de uma esfera. Demos-
trou, de uma forma bastante original, que

o volume de uma esfera é igual a dois tercos do volume
do cilindro que a circunscreve.

Ficou de tal forma maravilhado com esta descoberta que,
como recordagdo da melhor das suas ideias, mandou gra-
var na sua pedra tumular a figura 1. Quando Cicero foi
nomeado questor na Sicilia (75 a.C.), descobriu o timulo
de Arquimedes, gragas a inscri¢do que este tinha manda-
do gravar no seu timulo e que os seus conterrdneos de

Figura 1. Simbolo de Arquimedes.

Siracusa tinham perdido de vista. Cicero restaurou-a, para
mais tarde voltar a perder-se. Recentemente encontraram-
-se dois tdmulos que disputam a autenticidade...
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IDEIA DA DEMONSTRAGAO. Arquimedes imaginou
uma semiesfera e junto dela um cilindro circular reto e um
cone circular reto, ambos de base igual a do circulo maximo
da semiesfera, mais ou menos como indicado na figura 2.
Arquimedes cortou as trés figuras por um plano paralelo
a base do cilindro e do cone, perguntando-se como seriam
as secgOes determinadas por este plano no cilindro, na se-
miesfera e no cone. Determinemos a drea das regides indi-
cadas na figura 2.

Figura 2. Método de Arquimedes.

No cilindro, é evidente, pois trata-se de um circulo de
raio R. Na esfera, também se tem um circulo, mas o seu
raio depende da altura do corte, d. Olhando melhor para
a figura 2 e tendo em conta o teorema de Pitdgoras, fa-
cilmente se pode escrever, considerando o raio da secgdo
igual a r, que r?+d? = RZ J& no cone, a secgdo também
serd um circulo e agora o raio é ainda mais fécil de deter-
minar; como a sua abertura é de 45°, r = d, i.e., a sec¢do do
cilindro coincide com a secgdo da semiesfera adicionada
da sec¢do do cone, pelo que o volume do cilindro é igual
a soma dos volumes da semiesfera e do cone (cf. figura 3).
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Figura 3. Secgdes cilindricas.

Assim,
7R3 = Volume da semiesfera +71R3 / 3,

pois Arquimedes sabia que os volumes do cilindro e do
cone sdo, respetivamente, mR3 e wR3 / 3; logo, obtemos
que o volume da semiesfera é 27t R3/3, c.q.d.

Esta demonstragdo pode ser encontrada em textos de
matemadtica elementar, como o de Miguel de Guzmdn,
"Experimentos de Geometria".

Com este resultado, Arquimedes avangou para a de-
terminacao da drea da superficie de uma esfera de raio R. Con-
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siderou a esfera composta por muitas pirdmides de vértice
no centro da esfera e base de drea muito pequena, S, sobre
a esfera. Para ter uma ideia do que pode valer a drea de
superficie esférica, considerou que o volume da esfera &,
como acabamos de ver, 47R3/3 e que o volume de cada
piramide é R S /3 (pois a altura de cada pirdmide é R). So-
mando o volume de todas as pirdmides e colocando em
evidéncia R /3, obtemos:

o0 volume da esfera é igual a drea de superficie da esfera
multiplicada por R /3.

Logo, a drea de superficie da esfera de raio R é igual a
47TR2,

EXPERIENCIA. Propomo-nos comprovar por experi-
mentagdo o principio de Arquimedes, ao mesmo tempo
que mostramos uma relagdo entre integrais de volume e de
superficie. Vamos utilizar uma bola de borracha, um copo
de dgua, uma régua, um cordel, uma caneta de feltro, uma
balanga e um nénio (cf. "Célculo Diferencial e Integral", de
Fernando Chamizo).

Coloquemos a bola numa tina com dgua e marquemos
a linha de flutuagdo com a caneta de feltro (para efetuar
esta operagdo convém segurar a bola com a méao sem a
afundar e marcar somente alguns pontos por forma a
completar a linha com a bola fora da dgua e munidos de
um canudo de papel).

No paralelo determinado pela linha de flutuagdo
(que € a circunferéncia tracada), marquemos dois pontos
diametralmente opostos. Para tal, podemos simplesmente
estender o cordel sobre a circunferéncia, desenrolé-lo,
marcar o ponto médio e voltar a enrolar a volta da bola
como mostra a figura 4. Entre estes dois pontos, estique-

Figura 4. Descri¢do da experiéncia.

mos o cordel de forma a descrever um arco de meridiano
para que possamos medi-lo. A partir do comprimento do
meridiano, determinamos o raio da bola (recorde-se que,
em radianos, o angulo ao centro é dado pelo quociente
entre o comprimento do arco e o raio da circunferéncia).
Com o nénio é trivial este calculo!
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Escolhendo uma bola de borracha um pouco mais pe-
quena do que uma bola de ténis, os valores encontrados
para o comprimento do arco, ¢, e do raio da bola, R, foram
de /=89 cm e R =238 cm. Aplicando a férmula

R (2 —3 cos (£/(2R)) + cos® (6/(21{))), (1)

3

com / e R em centimetros (com os dados citados anterior-
mente, obtemos 47.25), podemos verificar que este resulta-
do estd muito préximo do peso real da bola (considerado
em gramas). Basta para tal usar uma balanga de cozinha
(no nosso caso, a bola pesa aproximadamente 45 gr).
Assim, a partir da observacdo de como uma bola flutua
podemos saber quanto é que ela pesa.

EXPLICAGAO. O que estd na base da experiéncia ante-
rior é o principio de Arquimedes:

todo o corpo mergulhado numn liquido estd sujeito a una
for¢a de diregdo vertical, de sentido de baixo para cima,
e cuja grandeza é igual ao peso do volume de liquido
deslocado.

Como o impulso deve compensar o peso da bola e o Ii-
quido deslocado, que neste caso é a dgua, cuja massa e o
volume coincidem, basta verificar que a férmula (1) dd o
volume da parte submersa da bola (cf. figura 5). Para de-
terminar a massa da bola, integramos a funcdo indicatriz
da regido correspondente, T, que em coordenadas esféricas
X(¢,0,p) = (p cos¢ senf, p sen¢ senf, p cos) se des-
creve (considerando a origem do referencial no centro da
bola) como

(¢,0,p) € [0,27] x [t — 0y, ] x [Rg, R],

com Ry = —Rcosby/cosB ey ={/(2R), i.e.

Tao [T e [Fld
1= ,
f=]" dg . /R x| dp

onde |Jx| = p? sen 6, que coincide com (1).

( By =li2R ‘1
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Figura 5. Leitura em coordenadas esféricas.

Acabdmos de ver como o principio de Arquimedes
permite calcular a massa por meio de um integral de vo-
lume. Agora, usando a nogdo de pressdo, veremos como
determinar a massa da bola mediante um integral de su-
perficie.

Chegados aqui, podemos perguntar-nos se existe uma
relacdo geral entre estes dois integrais? A resposta afirma-
tiva é dada pelo teorema de Gauss ou da divergéncia.

O que faremos é utilizar as ideias basicas previamente
apresentadas, concetualmente mas nao historicamente, no
principio de Arquimedes, que nos levardo a expressar o
impulso como um integral de superficie.

Imaginemos um quadradinho infinitesimal de drea A
paralelo a superficie da dgua e situado a uma profundi-
dade h. O peso da dgua por cima desse quadradinho serd
mg= Ahg (considerando a densidade unitdria, temos
que a massa coincide com o volume que, por isso, vale
Ah). Se pudéssemos retirar repentinamente essa coluna
de dgua, por agdo e reagdo, a dgua que estd por baixo sal-
taria para cima com uma for¢a Al g. Assim, a uma pro-
fundidade k ha uma forca por unidade de superficie dada
por P =(0,0,hg).

Normalmente, esta for¢a é compensada pelo peso da
dgua que estd por cima, que na nossa experiéncia é o peso
da bola. Vale a pena notar que P atua sobre uma superficie
curva onde a profundidade e a dire¢cdo onde se aplica a
forca vai mudando de ponto para ponto. Por isso, a forga
total é dada pelo integral de P na superficie submersa, S,
fronteira de T, e deve estar compensada pelo peso m g
da bola. Em conclusdo, considerada a superficie, S, com a
orientacdo usual temos
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Para calcular o integral, convém parametrizar a superfi-
cie, S, usando coordenadas esféricas, i.e. S é descrita por
0<¢<2m, m—6) <6 <7mep=R. Pode ver-se que o
vetor normal, N, a S é dado por N = R senf X(¢,6,R) e
que a profundidade do ponto (x, y, z) sobre a superficie
esféricaé h = —z — R cosfy = —R (cosG + cos 60) (como
mostra a figura 5).
Assim, (2) leva-nos ao integral

27 7T
m:R3/ d(p/ (cos 6 + cosby)
0 TE*@O

X senf cos6do
que coincide uma vez mais com (1).
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