DINAMICA DE UMA FAMILIA DE EXPONENCIAIS

No artigo De formulis exponentialibus replicatis', Euler considera um problema
- c
proposto por Condorcet sobre a sucessao ¢, ¢, ¢
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¢ ...,sendoc >0,

convencendo-se, a partir de varios exemplos e alguns célculos, de que esta

< . e 1 .
sucessdo converge se e sé se ¢ € [e”°, ez ]. O que é que se passa quando

¢ > 0 esta fora deste intervalo! E se ¢ for complexo?

Por razGes que o leitor entenderd em breve, a questdo
sobre o comportamento assimptético destas sucessdes
de exponenciais estd relacionada com outra mais sim-
ples: Para que valores reais de a,b > 0 se tem a’ = b*?
A igualdade é 6bvia quando a = b. Para valores distin-
tos de a e b, podemos listar alguns exemplos simples,
como 3'>1%,3>23, 325<253, 3%>4%3>5,
36> 6% 23 > (1/3)%, 21 > 12,23 <32, 24 = 42, 25 > 52,
20> 62, (V2)Y5 > (1/5)V2, (V2)! > 1V2, (V2)2 <2V2,
(v2)? <32, (1/2)? > 9Y2, mas nio se reconhece aqui
um padrdo geral. Se, porém, reescrevermos a equagao
1/q _ bl/b

a’ = b" comoa e esbogarmos o gréfico da fungao

x >0 f(x) = x"/¥, teremos uma ideia aproximada dos
valores daimagem de f que sdo obtidos mais do que uma
vez (figura 1).

Esta fungdo tem um méximo global €'/, atingido
apenas em x =¢, e é estritamente crescente em ]0,¢[
e estritamente decrescente em e, +oo[. Além disso,
lim, o+ f(x) =07 e limy4e f(x) =1". Logo, cada
reta horizontal y = ccom 1 < ¢ < e (e s6 para estes va-
lores de ¢) interseta o gréfico de f em dois pontos cujas

abcissas determinam dois reais positivos distintos a e

! Acta Academiae Scientarum Imperialis Petropolitinae | (1778) 38--60

Figura 1. Griéfico da funcao f.
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H.(x)=¢" c=1.5
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Figura 2. Trago da curva a e o conjunto A.

H.(x) = c*, c=e:=1.44467

H.(x)=¢%, c=1.33
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Figura 3. Orbitas de 1 por H,.
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b tais que a’s = pYt ou seja, al = b". Para descrever o
lugar geométrico de tais pares (a,b), usemos o feixe de
retas y = tx com declive t € R" \ {1} como um radar =~ Fro-----e-oomomiooooooo W
para os detetar no 1° quadrante de R?. Para cada t, de-
terminamos a intersecdo das condic¢bes y = tx e x¥ = y*
resolvendo em conjunto as equagdes v/x = t e x'/* = y; as
solugdes descrevem a curva a em (R™)? representada na
figura 2 e parametrizada por

teRT\ {1} (tﬁ,tﬁ),

O traco de « é simétrico relativamente a bissetriz do 1.°
quadrante, uma vez que, se fixarmos ¢ > 0 e o par corres-
pondente (a,b) = (+'/-1,#/11) de a, entdo 1/; determina
o ponto (b,a) da mesma curva. Além disso, a(t) converge
para (e, e) quando t tende para 1. Note-se ainda que as
coordenadas dos pontos desta curva sdo ambas estrita-
mente maiores do que 1, propriedade que resulta de s6
surgirem tais pares com abcissas no subconjunto |1, 40|
do dominio da fungdo f. Se ao trago de a juntarmos a se-
mireta {(a,4) : a € R"}, obtemos o conjunto A de todos
os pares (a,b) € (R")? tais que a’ = b".

Os dois ramos de A intersetam-se precisamente em

c

(e,e) e dividem (R*)? em quatro regides, em cada uma
das quais o sinal da diferenca a’ — b* se mantém cons-
tante. Em particular, como a reta vertical x = e sé inter- sab
seta as regides em que este sinal é positivo, concluimos
que, para todo o 0 < x # ¢, se tem e* > x¢ (de que a desi-
gualdade e™ > 71¢ é talvez o caso mais famoso).

A abcissa de cada ponto (4,b) do trago de « satis-
fazendo e < b é a imagem de f(b) pela inversa da res-
trigdo da fungéo f ao intervalo ]0,¢[. Mais precisamen-
te, dado ¢ € ]1,61/"[, existe um e um s6 b > e tal que 20r

f(b) = b"/t = ¢; se agora resolvermos a equacio 4" = ¢
com a incoégnita a € ]1,¢e[, determinamos o outro valor
do dominio de f, 1 < a <e¢, tal que f(a) = f(b) =c.E é is
precisamente este valor tnico a de |1, e[ que nos leva de
volta a questado inicial de Condorcet. De facto, se a suces-
sdo c°, ¢, . convergir paraumreal a = a(c) € |1,¢],
entdo, por continuidade da fungdo exponencial, tem-se ) ' _ g
¢ =a. Isto é ¢ = a'/". E, portanto, se g: |1,¢/°[—]1,¢]
é a funcdo que a cada c associa o limite da sucessdo ct,
<, .., tem-se ¢(f(a)) =a para todo o a € |Le[ e 02
f(g(c)) = cparatodoo ¢ € ]1,e"¢[. Resta-nos confirmar

C

~ c €
que, para estes valores de ¢, a sucessédo c¢, ¢©, ¢© ..., con-

verge e o limite estd em |1, ¢]. i 5 . 33
Analisemos na figura 3 o comportamento da su- ~ - 4

cessdo ¢, ¢, cCCC,..., para ¢ > 0. Esta sucessdo é a 6r-

bita de 1 pelo sistema dindmico gerado pela fungdo Figura 4. Grafico de G e atractores de H,.
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He: R — R, He(x) = c%, isto & a sucessdo (H[ (1)), c N,
sendo H! = H. o Hco...0 H; a composicdo de H, consi-
go mesma 1 vezes, se n € N, e Hg = funcgdo identidade
de R.Os iterados da fung¢do H, sugerem (e o leitor pode
ler uma demonstragdo em [1]) que, no que respeita ao
comportamento assimptético da érbita de 1, o dominio
R~ dos valores de ¢ se divide em trés regides

1 1 1 1
62: :|0/E|:/ C]Z |:E/ ge:| e Co= :Iee/ +0°|:

tais que, se ¢ € Cw, entdo o limite de (H{(1)), ¢, € +00;
se ¢ € Cy, entdo a sucessdo (Hf (1)), ¢, converge e o li-

Figura 5. Dy, alguns perfodos e a érbita de 1 para H;
parai=1,2,3,4.

mite é um ponto fixo de H,, que pertence a |1, e[ quando
c € 11, ¢¢[;se ¢ € Cy, entdo a sucessdo (H (1)), N, tem
dois pontos de acumulagéo, ¢1 = ¢1(c) e ¢, = £5(c), que
formam uma 6rbita periédica de H. com periodo 2 (isto
é Hc(¢1) = £, e Hc(£) = £1). Em particular, concluimos
que a abcissa do ponto (a,b) do trago da curva « tal que
b > e satisfaz a equagdo

A figura 4 mostra o gréfico da fungdo inversa da restri-
cdo de f a [I/e,e], ou seja, de G : [1/ec,e'/] — [1/e,e] tal
que G(c) = limite da sucesséo c¢, <, CCCC,..., (e que coin-
cide com g em ]1,¢"¢[). Como vimos, este grafico tam-
bém descreve a variagdo do ponto fixo de H. que estd
no intervalo [/c,e], para valores de c em [1/e,€"*]. Jun-
tdmos a esta imagem uma outra com o trago da curva
c €10, /e[ = (£1(c),£2(c)) que descreve a variagdo
com ¢ dos pontos periédicos de periodo 2 da fungdo H,
que atraem a 6rbita de 1.

A pergunta sobre a convergéncia da sucessdo c¢,
¢, ¢ ,.. pode colocar-se também para valores com-
plexos de ¢ # 0. Ultrapassada a dificuldade inicial de
escolher um ramo do logaritmo, podemos analisar
como anteriormente a érbita de 1 pela fungdo comple-
xa He:z — ¢?108(6) Nas figuras 5 e 6, obtidas com um
médulo interativo que o Atractor disponibiliza em [1],
podem ver-se imagens aproximadas do conjunto M dos
ntimeros complexos ¢ # 0 tais que a 6rbita de 1 por H,
é limitada. Estas imagens sugerem vdrias propriedades
de M, algumas ainda por demonstrar. Por exemplo, des-

Figura 6. A esquerda: detalhe do retangulo direito da figura 5. A direita: Ampliacio do retangulo na figura ao lado.
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Figura /. Detalhe da figura 5. Figura 8. Ampliacdo do retangulo da figura 7.

tacam-se nele componentes (Dy)xcN tais que Dy agrupa REFERENCIAS

os valores de ¢ para os quais a sucessio c¢, ¢, CCCC,... tem [1] http:/fwww.atractor.pt/mat/dinamica_exponenciais
exatamente k pontos de acumulagdo, que formam uma

6rbita periédica de periodo k por H.. Ndo se sabe se a

unido Ui Dy € densa no plano.
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