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INTRODUCAO

Atécnica que iremos tratar consiste num método geomé-
trico de determinacédo das solugdes de equages algébri-
cas a uma incégnita, usado por Lill na sua publicacdo de
Nouvelles Annales de Mathematiques, Série 2, Vol. 6, 1867,
pég. 359, particularizado para equagdes quadrdticas a
uma incégnita.

Para aplicar este método necessitamos apenas de usar
papel milimétrico, um esquadro e um compasso ou um
qualquer programa informético de geometria dindmica.

Ao que se conhece, foram poucos os autores a des-
crever esta técnica, o que é surpreendente, dada a sua
aparente simplicidade, tendo sido inicialmente descrita
para equagdes quadraticas com solugdes reais.

Existem rumores de que o método era conhecido em
certas regides de Franca e de que alguns professores de
matematica elementar e do ensino secunddrio o deram a
conhecer aos seus alunos.

Pretende-se que com este método o leitor tenha ao
seu dispor uma técnica de visualizagdo das solugdes de
qualquer equacgdo quadrética em funcdo da variagdo dos
coeficientes da respetiva equacgdo algébrica.

SOLUCOES GEOMETRICAS
DE EQUACOES QUADRATICAS
Considere-se a familia de equacgées algébricas do segun-
do grau a uma incégnita, na sua forma canénica,
ax> +bx+c=0
com 4, b e ¢ coeficientes reais, sendo ndo nulo.

Este artigo tem como objetivo
apresentar um caso particular

do método de Lill que determina as
solucdes geométricas de uma equacgdo
algébrica, nomeadamente para
determinar as solu¢des geométricas
de uma equagdo quadrdtica, usando
um esquadro e um compasso.

Como se sabe, as solugdes deste tipo de equagdes sdo

dadas algebricamente por

e —b =+ Vb? —dac

2a '

Comece-se por expressar os coeficientes a, b e ¢ através
de segmentos de reta, formando uma linha poligonal
aberta em que segmentos de reta consecutivos sdo per-
pendiculares entre si. [1] Designemos esta linha poligo-
nal por caminho.

Construa-se o caminho da seguinte forma:

De um ponto O, tomado arbitrariamente, constréi-se
um segmento de reta OA com comprimento igual a |a| e
considera-se este segmento de reta como a unidade de
comprimento.

Perpendicularmente a AO, desenha-se um segmento
de reta AB com comprimento igual a |b|, ficando B a es-
querda de A, se b for positivo, e B a direita de A, caso b
tenha sinal contrdrio.

Por fim, perpendicularmente ao segmento de reta AB,
desenha-se um segmento de reta BC com comprimento
igual a |c|, ficando C abaixo de B, se c for positivo, e C
acima de B, se c for negativo.

O caminho construido tem extremidades em O e C,
os segmentos de reta consecutivos que o constituem for-
mam entre si dngulos retos e sdo em ndmero igual ao
ndmero de termos que tem uma equacgdo quadrética.

De seguida, construam-se, se possivel, outros ca-
minhos que liguem O a C, mas agora com menos um
segmento de reta do que o caminho inicial e designem-se
estes por caminhos reduzidos. Os segmentos de reta que
os constituem devem ser perpendiculares.

Se existirem tais caminhos reduzidos, estes existem
no maximo em niimero igual ao grau da equacao, ou seja
2, cuja demonstracdo deixamos a cargo do leitor.

Assim, se pudermos ir do ponto O ao ponto C,
fazendo um ou dois outros caminhos OA’C e OA”C, com
menos um segmento de reta do que o caminho inicial, em
que A’ e A” pertencem a AB do caminho inicial (ou a uma
reta que contém AB), entdo o comprimento de AA" e AA”
sdo os valores absolutos das raizes (ou solug¢des) reais da
equagdo ax? + bx +c = 0.

Repare-se que, construindo um caminho inicial
OABC conforme descrito anteriormente e considerando
o segmento de reta’ que une os pontos O e C, é possivel
construir uma circunferéncia de didmetro com compri-

Tal segmento de reta existe sempre, uma vez que a # 0.
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mento igual a OC e centro no ponto médio do segmento
de reta OC.

Considere-se a reta v perpendicular ao segmento de
reta OA que passa no ponto A.

Entdo, a circunferéncia ou nio interseta a reta r ou
interseta-a em um ou dois pontos.

Se a circunferéncia ndo interseta a reta r, entdo ndo é
possivel construir um caminho reduzido e, portanto, a
equagdo ndo tem raizes reais.

Se a circunferéncia interseta a reta r em um ou dois
pontos, entdo é possivel construir um ou dois caminhos,
respetivamente, fazendo uso de conhecimentos bédsicos
de geometria euclidiana no plano.

Vejamos o que acontece quando a circunferéncia in-
terseta a reta em apenas um ponto (figura 1). Seja A” esse
ponto.

Como a circunferéncia tem didmetro OC e A" é o pon-
to de tangéncia da circunferéncia com a reta r, entdo ou
A’ coincide com A, ou A” é distinto de A.

Se A’ coincide com A, entdo AA’ =0 e, portanto, zero
é o valor absoluto da raiz real de uma equacio do 2.°
grau do tipo ax? 4 bx + ¢ = 0, uma vez que quando A’
coincide com A, necessariamente b = ¢ = 0 e, consequen-
temente, a equacdo tem apenas uma raiz real, sendo esta
igual a zero.

Se A’ é distinto de A, entdo considera-se o caminho
reduzido OA’C".

Note-se que neste caso, ou os pontos O e C estdo abai-
xo0 da reta r, ou estdo ambos acima desta.

Considere-se que os pontos O e C estdo abaixo da

Figura 1.
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reta r. Entdo, a,c € Rt.

Tome-se, sem perda de generalidade, b € R™.

Como a reta r é tangente a circunferéncia no ponto
A’ e o seu didmetro é OC, o ponto A’ estd entre os pontos
AeB.

Considerando, no caminho inicial, o comprimen-
to OA = |a| = a como unidade de comprimento (u.c.),
AB=|b|-OA=ba e BC=|c|-OA =ca, isto é, AB=b
(u.c.) e BC = ¢ (u.c.).

Suponha-se que o comprimento AA’ é x unidades de
comprimento e x<b.

Como xa é o comprimento do segmento de reta AA’,
necessariamente xa € R™.

Sejax = —xjcom x; € R™.

Entdo, podemos afirmar que AA’ = x1a e que

A'B = AB — AA" = AB — (—x1a) = ba + xa.

Seja 0 a amplitude do angulo ZAOA'.

Entdo, a amplitude do angulo ZCA’B é 6.

Considerando o tridngulo retangulo [OAA’], pode-

mos afirmar que
ax,

tanf = —L = —X1. (1)
a

Por outro lado, considerando o tridngulo retangulo
[A’BC], tem-se

ca c
tan 0 =

ba + x1a - b+xi

)

Logo, pelas equacdes (1) e (2) vem
c

M pim

& a3 +bx; +c=0.

Concluindo-se que x; € R™ é uma raiz real de uma equa-
¢do do 2.° grau, sendo

x1| 0 comprimento do segmen-
to de reta AA” tomando como unidade de comprimento
OA = |a|.

De modo anélogo, demonstra-se que quando os pon-
tos O e C estdo acima da reta r,a,c € R é uma raiz real
de uma equacdo do 2.° grau, sendo |x1| o comprimento do
segmento de reta AA” tomando como unidade de compri-
mento OA = |a|.

Quando a circunferéncia interseta a reta r em dois
pontos A” e A”, estes ddo origem a dois caminhos reduzi-
dos, OA’C e OA”C e aplicando um procedimento idénti-
co ao efetuado anteriormente, verifica-se que os compri-
mentos de AA” e AA” sdo os valores absolutos das raizes



reais da equagdo ax? + bx + ¢ = 0, tomando como unida-
de de comprimento o segmento de reta AO.

Atendendo ao que foi referido anteriormente, pode-
mos afirmar, quanto ao sinal das raizes da equagdo, que
estas sdo positivas se os pontos A" e A” estdo a direita de
OA (variando de O a A), e sdo negativas se estes pontos
se encontram a esquerda de OA.

Vejamos um exemplo para clarificar o que se acabou
de afirmar.

Considere-se a equagdo x> —5x + 6 = 0 cujos coefi-
cientessdo a =1, b= -5e c=6.

Entédo, construindo os caminhos conforme o procedi-
mento anterior, vem a figura 2.

Pelo que as solugdes reais da equagdo x> — 5x + 6 = 0
sdox =2oux =3.

Vejamos outro exemplo, confrontando com a repre-
sentacdo grafica da fungdo respetiva.

Considere-se a equagdo 2 4+3x4+2=0 cujos coefi-
cientes sdo ntimeros positivos.

O caminho inicial encontra-se representado a negrito
na figura 3.

Atendendo a que, de modo geral, qualquer equagdo
algébrica pode ser dividida pelo seu coeficiente do termo
de maior grau, em particular, numa equagdo quadrética
do tipo ax? +bx + ¢ = 0, se dividirmos ambos os mem-
bros pelo coeficiente do termo de maior grau, vem, sem
perda de generalidade, que
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Figura 4.

Assim, convencionando que o segmento de reta respei-
tante ao coeficiente do termo de maior grau, OA, é dese-
nhado verticalmente, no sentido de baixo para cima, com
comprimento 1 e em que A coincide com a origem do
eixo horizontal onde se encontram as solugdes da equa-
¢do e que a partir desta origem se desenha o segmento de
reta, AB, horizontalmente, com comprimento igual a |b/al,

OA'C € um caminho reduzido tendo em conta que os pontos O, A" e C
formam um tridngulo retangulo em A’,dado que estd inscrito numa circun-
feréncia de didametro OC e A"é um ponto da circunferéncia.
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no sentido da direita para a esquerda quando b/a é positi-
vo e no sentido contrario no caso de b/, ser negativo e por
fim, desenha-se, a partir B, o segmento de reta vertical,
BC, no sentido de cima para baixo, quando ¢/a é positivo
e no sentido contrdrio quando ¢/s é negativo, com com-
primento igual a |¢/a] .

Note-se que se apenas o coeficiente c for negativo ou
os coeficientes b e ¢ forem ambos negativos, entdo o cami-
nho reduzido néo ird intersetar diretamente o segmento
de reta AB, mas sim a reta que o contém.

Desenhando todos os caminhos reduzidos que interse-
tam o segmento de reta AB ou a reta que o contém, obtém-
-se as vdrias solugOes reais da equagao.

Vejamos um exemplo em que apenas ¢ é negativo.

Considere-se a equagao

9
2 —_ - =
x° +4x 1 0

e a sua representagdo geométrica (figura 4). Como A’ estd
aesquerdade OAe AA’ =9/2, entdo uma das raizes reais
da equacdo x* + 4x —9/4=0¢é —9/2.

Como A” estd a direita de OA e AA” = 1/2, entdo a
outra raiz real da equagdo X2 4+4x —9/2a=061/2.

Efetivamente, numa equagdo quadrdtica a uma incég-
nita facilmente se determinam os caminhos reduzidos e,
consequentemente, as suas solugdes reais, caso existam,
bastando para tal desenhar uma circunferéncia com cen-
tro no ponto médio do segmento de reta OC e considerar
os caminhos reduzidos formados pelos catetos dos tri-
angulos retangulos com vértices nos pontos O e C e nos

pontos de intersecdo da circunferéncia com o segmento
de reta AB ou a reta que o contém, sendo esses pontos de
intersecdo as solugdes reais da equagdo quadrética.

Para ilustrar o que se acabou de referir, observe a
figura 5.

Para facilitar a interpretagdo, considere-se AB con-
tido no eixo das abcissas e OA contido no eixo das or-
denadas.

Se a circunferéncia nado intersetar o segmento AB
nem a reta que o contém, entdo a equagdo quadrdtica
ndo tem solugdes reais.

Vejamos como se deve proceder para determinar-
mos as solugdes imagindrias.

Constréi-se um caminho inicial de modo andlogo ao
referido anteriormente.

De seguida, translada-se o segmento de reta OA
para o ponto B (ponto de interse¢do de BC com AB) de
modo a ndo o sobrepor com o segmento de reta BC e
designe-se por O’C o segmento de reta resultante, com
comprimento (¢ + a), e desenha-se a circunferéncia com
centro no ponto médio do segmento de reta O'C e que
passa nos pontos O’ e C.

Considera-se o segmento de reta formado pelos pon-
tos de intersecdo da circunferéncia com o segmento de
reta AB ou a reta que o contém.

De seguida, constréi-se uma nova circunferéncia
com centro no ponto médio deste segmento de reta e
didmetro igual ao mesmo.

Esta dltima circunferéncia interseta o segmento de
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Figura 5.
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Figura 6.

reta BC num ponto e uma reta r, perpendicular ao seg-
mento de reta AB e que interseta AB no seu ponto mé-
dio M, em dois pontos. Sejam estes pontos P e P".

O valor da parte imagindria da solugdo para a equa-
¢do é entdo dado pela distancia vertical, ao longo da reta
1, entre AB e os pontos P e P’.

Quanto a parte real das solugdes da equagdo, estas
tém parte real com valor absoluto igual ao comprimento
de AM e o sinal negativo, se M estd a esquerda de OA, e
positivo, se M estd a direita de OA.

Para terminar, ilustre-se o método de determinacédo
das solugdes imagindrias através da figura 6.

Um olhar rdpido pela figura acima permite-nos ainda
afirmar que a parte imagindria da solugdo complexa é
igual a raiz quadrada da distancia vertical entre o ponto
minimo da curva e o eixo dos xx, o que é uma outra for-
ma de visualizar a solugdo complexa da equagéao.

As demonstragdes de que as construgdes realizadas
sdo vdlidas sdo efetuadas com base na aplicagdo de teo-

remas simples de geometria plana que deixamos a cargo
do leitor.
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