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Os quase-cristais apresentam
simetrias de rotacdo impossiveis
em cristalografia que estdo associadas
aos nimeros metdlicos. Os seus d&tomos
distam uns dos outros de modo
diferente, embora permitam gerar
padrdes regulares ndo repetitivos.

Com vista a apresentacgdo de algumas
aplicagdes dos ntimeros metdlicos

em estruturas dos quase-cristais,
evidenciam-se previamente alguns
resultados inerentes aos niimeros
metélicos e estabelece-se sinteticamente
uma classificacdo dos grupos
cristalograficos tridimensionais,
seguida de uma caracterizagdo das

estruturas dos quase-cristais.

INTRODUGAO

A familia de ntimeros metalicos é formada pelas raizes po-
sitivas de equagdes quadraticas da forma x? — px — 1 =0,
onde p, g € IN.Um dos seus elementos mais importantes é
o ntdmero de ouro, ¢, mas contém outros seus parentes de
reconhecido valor, como é o caso dos niimeros de prata,
bronze, cobre, niquel e platina, entre outros. Podendo ser
escritos através de fragdes continuas e estreitamente re-
lacionados com as sucessoes generalizadas de Fibonacci,
estdo na base dos quase-cristais.

Os quase-cristais apresentam a existéncia de simetrias
de rotagdo de ordem 5, 8, 10 ou 12, que estdo associadas
aos numeros metdlicos, consideradas, até as dltimas trés
décadas, impossiveis em cristalografia, porque conduzem
a distancias desiguais entre os dtomos, apesar de gerarem
um padréo regular, ndo repetitivo, violando o que estava
estabelecido nos padrdes cristalinos que se repetem até ao
infinito iguais a si préprios.

NUMEROS METALICOS

Em 1995, a argentina Vera W. Spinadel (nascida em 1929)
definiu os niimeros metdlicos como sendo o conjunto dos
nimeros que resultam das raizes positivas de equagdes da
forma x> — px —1 =0, onde p,q € N.

Como, paratodoop,q € N, p? +4q > 0 aequagdo tem
sempre duas raizes reais x = (p£v/p*+49)/2. Além disso,
como p,q € N, p? + 4q > p?, tem-se que x = (p—/P*+49)/2
é a raiz negativa da equagdo e x = (p+V/P*+44)/2 a raiz
positiva. Assim, podemos afirmar que para qualquer
p,g €N,x> —px —q=0 tem uma tnica raiz positi-
va, ou seja, dd origem a um tnico nimero metdlico
x = (p+y/P+49)/2. Represente-se esse ndmero metdlico
por o4 € o conjunto formado por todos esses nlimeros
metdlicos por M, isto §,

+Vp* +4
ARVLERT] vgu,qu}.

M= {(TM FO0pg =
Alguns dos elementos de M tém nomes de metais, entre os
quais se encontram o mais famoso de todos eles, o ntimero
de ouro, ¢, que é obtido quando p =1e g =1, ou seja,

¢=011= 1+2‘/5, e os outros seus parentes, também co-
nhecidos, como é o caso dos nimeros de prata, de bronze,
de cobre, de niquel e de platina, sendo estes obtidos quan-
do se concretizam e da seguinte forma, respetivamente:
p=2eq=1,p=8eqg=1,p=1eq=2,p=1eg=3 e p=2 e q=2.
Os seus valores exatos e aproximados a 8 c.d. podem ser

vistos na Tabela 1.

Tabela I.
Valor
> Nome
Simbolo Nimero Valor exato | aproximado
(com 8 c.d.)
NG
11 =y Nmeo 145 a9
de ouro 2
NG
2 1 Uag=021 tmero 142 241421356
de prata
NG
31 op=oy Mo 3HVIS oo
de bronze 2
1 2 Ocu=01p Numero 2 5
de cobre
NG
13 oni=a Nmeo VIS
de niquel 2
NG
2 2 om=022 O 143 273205081
de platina

QUASE-CRISTAIS E NUMEROS METALICOS « Fatima Vinagre



16

Analisando mais atentamente a tabela anterior, pode
observar-se que existem niimeros metélicos que sdo nu-
meros naturais. Vejamos de seguida quando tal acontece.

Decorre da definigdo de niimero metélico que 0y, 4 é na-
tural, se p? + 4q for um quadrado perfeito e p + \/p? + 4q
for um multiplo de 2. Fixando o valor de p e variando
o valor de g na expressdo p+ +/p*>+4q, determina-se
para cada valor fixo de p, o termo geral, g, com n € N
da sequéncia dos valores de g para os quais p? +4q é
um quadrado perfeito e p + \/p? + 49 um multiplo de 2.
Terd de ser

_ PP H4qn _ p+/(p+2n)?
Up/qn— 2 = 2 7

ou seja, 4, = n(n+ p). Podemos, entdo, afirmar que todo
o ndmero metdlico natural é superior a 1 e pode ser escrito
na forma 0y, (1) = p +1,comn, p € N.

Note-se que (ver Tabela 2), para cada nimero metd-
lico natural m existem m — 1 niimeros metélicos naturais
iguais a m sendo estes 071 ,(u—1) O2m(m—2) O3,m(m—3)
04 m(m—4y - Tm—1,m- Se para todo o niimero metdlico na-
tural m retirarmos os m — 1 nimeros metdlicos naturais
iguais a si préprio, é possivel formar um subconjunto de
M, com os nimeros metdlicos naturais distintos, sendo
este o conjunto

{U n(ntp) P Opn(ntp) =P+ 1,pe ]N} .

Verifique-se de seguida se existem nimeros metdli-
€os 0p,4 que sejam racionais ndo naturais. Note-se que se
p? + 4q nao for um quadrado perfeito, a sua raiz quadrada
é um numero irracional (deixa-se a prova a cuidado do
leitor) e, como tal, 0y, também é. No caso de p? +4q ser
um quadrado perfeito, o ndmero metdlico sé poderia ser
racional ndo natural caso p + \/p? + 44, fosse impar. Mas
tal situagdo nunca ocorre, pois, para que isso acontecesse,
a paridade de p e \/p? + 44 teria de ser distinta. De facto,

Tabela 2.

se p for impar, p* + 4q também é fmpar, 0 mesmo aconte-
cendo com a sua raiz quadrada. Pode entdo concluir-se
que todo o ndmero metdlico é um ndmero irracional ou
um natural superior a 1.

Vejamos agora a relagdo entre ntimeros metdlicos e
fragdes continuas periédicas. E conhecido que todo o
numero real pode ser representado por uma fragdo con-
tinua. De facto, considerando [x] como sendo o tinico in-
teiro tal que [x] < x < [x] + 1 e definindo recursivamente,
ag=2x, ay = [an] € se ay ¢ Z, a1 = ﬁ, para todo
n € N, tem-se que x pode ser representado do seguinte
modo: se, para algum n, &, = a,, entdo

1
X =y =ag+ 1 =: [ag;a1,0a2, -+, an],
ay+ ——
1 ar+
1
+7
an
caso contrario,
1
X =09 =ay+ 1 =:lag;a1,a2,- -+ ,an,...]
ay+ —

ar+

Quando para n€N e ke \N{0}, a, .y =, a
fragdo continua diz-se periédica e representa-se por

[ag;a1,a2,+++ ,8y—1,8n, -+, 851 k_1)- Repare-se que
1 & +
Qpy1 = = ay .
Xy — n Xp+1
Considere-se x = [ag; a1, a7 - - - ] um nimero metdlico e P

qn’
compy € Z, qgn € N\{0}, primos entre si, a n-ésima redu-

zida ou convergente da fragdo continua de x, isto §,

Pn

- = [ao;allaZ' o /an}l n 2 0.

qn

1 2,6,12,20, 30, -

2 3,8,15,24, -

3 4,10,18, -

k k+1,4+2k9+3k 16 + 4k, -

{12, 016, 1,12, O120, T120, - } =1{2,3,4,5,6,---}

{023, 028, 0215, 0204, -+ - } ={3,4,5,6,--- }

{034, 0310, 0318, -} ={4,5,6, --- }

{Ok k11, Tkatokr Ok 943k Okto4aks - ) = k+1, k+2,k+3,k+4,---}
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Em [5] demonstra-se ainda que x é o limite das conver-

Pn

gentes { n
A titulo de exemplo, vejamos como se representam os
nimeros de ouro e de niquel segundo fragdes continuas
periédicas e, de seguida, vejamos como é que estes se
relacionam com as sucessdes generalizadas de Fibonacci
secunddrias (adiante designadas apenas por sucessoes ge-

neralizadas de Fibonacci).

1++/5 1 1
L T
+1+\/3
2
1 _
Sl == L] = 1]
1
+1 1
+1+ﬁ
2
1413 1+134+3-3 V13 -3
INi = T = 3 =2+T
1 1
=2+ =24 —
2 2(3++/13
75 (%f)
1 1 1
_2+3+\/ﬁ_2+3+\/ﬁ+3—3_2 V133
2 2 3+
3+ \/%%

E sobejamente conhecido que o ntimero de ouro estd
intimamente relacionado com a sucessdo de Fibonacci (se-
cunddria), mas Vera Spinadel provou (em [1], [6] e [7]) que
todos os niimeros metdlicos sdo limites de sucessées forma-
das pelos quocientes de termos consecutivos de sucessdes
generalizadas de Fibonacci', isto é, sdo limites de sucessdes
tais que cada termo é igual a uma combinagio linear de es-
calares naturais dos dois tltimos termos que o antecedem,
sendo os dois primeiros iguais a a e b, respetivamente, ou
seja, sucessdes (Gu)yeN que satisfazem Gy =a, Go =b
e para todo n € IN,G,y2 = pGyy1 +qGp, com p,q € IN.
Mais concretamente, demonstrou que para todo

ne€N,opq= lim
! n—+o0o

Cutl com p,q € IN.
Gn
Quando tomamos a=b=p=g=1 a sucessio de-
signa-se, usualmente, por sucessdo de Fibonacci. Se
a=>b=gq=1ep =2designamo-la por sucessio de Pell.
Repare-se que todos os termos de uma sucessdo gene-

ralizada de Fibonacci satisfazem para p, g € IN,

Gui2 q
f— Ij + .
Gnv1

n+1
Gn

Gui2 = pGpi1 +qGy &

Pelo que, se considerarmos uma nova sucessdo formada
pelos quocientes de termos consecutivos da sucessdo de
Fibonacdi, 1,4, 3,3,
ouro, uma vez que é formada por quocientes de ntimeros

.-, esta converge para o ntimero de

primos entre si que satisfazem,

Gn+2 — Gn+1+Gn -1+ Gy
Gn+1 Gn+1 Gn+1
P BT ST
%:1 GW‘E(zn—l 14+ Gé;l
1
1+ G
Gu1

Gn+2
Gui1
aplicando limites em ambos os membros da equacédo, vem

e, como limy— 0o existe e é igual a um ndmero real x,

lim Grta =[1] & lim Gni2 =¢

n—+oo Gyqq n—+0 Gy q

De modo semelhante, se considerarmos a sucessdo dos
quocientes dos termos consecutivos da sucessdo de Pell,
esta converge para o niimero de prata.

A convergéncia para outros ntimeros metdlicos acon-
tece quando consideramos sucessdes de quocientes dos
termos consecutivos de outras sucessoes generalizadas de
Fibonacci.

Curiosamente, as sucessdes generalizadas de Fibonac-
ci que estdo baseadas nos elementos desta familia satisfa-
zem propriedades aditivas e sdo progressdes geométricas.

Efetivamente, se construirmos progressdes geométri-
cas de razdo igual a um niimero metélico ¢} 4 da forma

1 1
S —— 1, Oy, 02, O
r 2 7 7 p.ar rq’ rYq’ 7
Ipq ra

estas progressdes também sdo sucessdes genera-
lizadas de Fibonacci que satisfazem para todo o
n €N, G2 = pGur1 +qGy.

Considere-se, por exemplo, a progressdo geométrica

(Gn)nelN (73

]_’ o'p,q, (7;27 Y e

47

"Quando cada termo é uma combinacao linear dos trés Ultimos termos
que o antecedem, designa-se sucessao generalizada de Fibonacci terndria.
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Verifica-se, para todoo n € IN,

n
Ipaq
Op.g

/

pGui1+qGy = po’l’;’q + qa;’/gl — pU;’/q +q

I
S

/

n i — n—1
P.q (P + qu) Op,q (P‘Tp,q +9)

n—1_2 n—1
1o Opq = Gy12-

= (. p,q:

Iz

Esta caracteristica faz com que os nimeros metdlicos
estejam diretamente relacionados com varios sistemas de
propor¢des utilizados em desenho e construcdes que vdo
desde a civilizacdo romana até a atualidade ([3], [4] e [7]).

QUASE-CRISTAIS

A existéncia de quase-cristais apenas foi aceite convin-
centemente pela comunidade cientifica em 2011, com a
atribuicdo do Prémio Nobel da Quimica ao israelita Da-
niel Shechtman, do Instituto Technion, em Haifa, Israel,
cuja descoberta foi de tal modo importante que implicou
a reformulacdo do conceito de cristal.

Os quase-cristais apresentam a existéncia de sime-
trias de rotagdo de ordem 5, 8, 10 ou 12, consideradas,
até entdo, impossiveis em cristalografia, porque condu-
ziriam a distancias desiguais entre os dtomos, gerando
um padrédo regular, mas ndo repetitivo, violando o que
estava estabelecido, que padrées cristalinos se repetem
até ao infinito iguais a si préprios.

Tais simetrias encontram-se associadas aos ntimeros
metélicos ([1] e [5]).

A designacdo de quase-cristais deve-se ao facto de ser
um sélido com um espectro de difracdo essencialmente dis-
creto, como os cristais, mas com uma estrutura aperiédica.

De todas as substancias naturais no estado sélido, a
matéria cristalina é a mais comum. Esta substancia refle-
te a existéncia de uma estrutura reticular, onde um dado
ponto ou né tem os seus homdlogos distribuidos por
meio de translagdes formando os vértices de um polie-
dro que se repete infinitamente nas trés dire¢des do espa-
¢o euclidiano, de modo a preencher o espago cristalino,
constituindo uma rede tridimensional ([8]).

Em meados do século XIX, A. Bravais estudou as di-
ferentes maneiras de se arranjar pontos geométricos de
forma periédica no espago tridimensional, dando origem
ao que hoje se conhece como redes de Bravais. Estas con-
sistem num conjunto infinito de pontos com arranjo e
orientagdo que parecem exatamente os mesmos quando
vistos de qualquer ponto da rede, ou seja, todos os pon-
tos cujas posi¢des R tém a forma R = 1101 + npvp + n3v3,
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onde e vy, vy e v3 sdo vetores’ndo complanares e 1y, 1
e 13 sdo inteiros.

Como consequéncia desta definigdo, diz-se que cada
vetor da rede, R, estd associado a uma simetria de trans-
lagdo, 7r que transforma a rede nela mesma.

Contudo, as redes de Bravais podem ter outras si-
metrias, mais concretamente, simetrias pontuais, isto é,
simetrias que deixam, pelo menos, um ponto da rede
invariante.

Em [3], prova-se que toda e qualquer simetria que
transforma a rede nela mesma e deixa fixo apenas um
ponto do espaco euclidiano apenas pode ser resultante
de rotagdes’ com eixos que passam por esse ponto ou re-
flexdes rotatdrias’ em que o eixo de rotagdo e o plano de
reflexdo passam ambos pelo ponto.

Os cristais, do ponto de vista matemadtico, encontram-
-se classificados em classes de cristais ou holoédricas® que
assentam em redes de Bravais. Estas classes sdo grupos
que se caracterizam pelo facto de existir em cada um de-
les, pelo menos, um cristal cujo holoédro® estd nesse gru-
po, sendo conhecidas por classes triciclica, monociclica,
ortorrdmbica, tetragonal, hexagonal, trigonal (ou rombo-
édrica) e cibica, devendo-se os seus nomes as designa-
¢Oes usuais dos cristais.

Em termos fisicos, os cristais sdo conjuntos de dtomos
que formam sélidos ordenados, nos quais as unidades
de repetigdo estdo arranjadas de forma periédica numa
rede de Bravais subjacente. Quanto a estrutura cristalina,
esta é definida por uma rede de Bravais e um conjunto
de posic¢des de um ou mais tipos de dtomos, pelo que nos
permite ter mais informagéo do que apenas aquela que a
rede de Bravais nos dd, uma vez que acresce a informacao
sobre as posi¢des ocupadas por cada dtomo.

Cada uma das sete classes de cristais é formada pe-
los cristais mais simples’ que se designam por cristais
primitivos, os quais tém como relacdes para os compri-
mentos dos seus geradores e para as amplitudes dos an-
gulos entre os seus geradores aqueles que se encontram
na Tabela 3 ([3]).

Existem ainda mais sete cristais ndo primitivos que
tém por base trés relagdes baseadas nos geradores dos
cristais primitivos, isto é, que tém por base trés relacdes
entre os geradores dos reticulados primitivos.

Assim, considerando e 71, T2, e T3 os geradores de um
cristal e que cada célula primitiva® é uma célula unitaria
obtém-se mais sete novos cristais ndo primitivos, desig-
nados de:

(1) Corpo-centrado se, nas classes ortorrémbica, tetrago-



Tabela 3.

Classes > Relagbes para os
de cristais HIGIGECES comprimentos de geradores

triciclica C1UCly a, b, ¢ distintos

monociclica Co UCyly a, b, c distintos

ortorrdmbica D, U Dl a, b, c distintos
tetragonal Dy UDyly a=b#c
hexagonal Dy U Dgly a=b#c
trigonal D3 U D3ly a=b=c
cibica OuUOl, a=b=c

RelagGes para os angulos

entre geradores

%, B, distintos
a=p=90°#7
o :’B:'y:QOO

a=p=7y=90°
a =B =90°v=120°
90° #a =p =1y <120°
a=p=7y=90°

nal e ctbica, o cristal é gerado pelos vetores associa-
dos as translagdes: 71, Tz e %(7’1’7’27'3)

(2) Face-centrado se, nas classes ctibica e ortorrdmbica,
o cristal é gerado pelos vetores associados as transla-

sdes: 3(T2T5), 3(TsTh) e 5(TiTa).

(3) Base-centrado se, nas classes monociclica e ortorrém-
bica, o cristal é gerado pelos vetores associados as
translagdes: 7>, T3 e %(7’175)

Tais cristais, que se ilustram na figura 1, na pdgina se-
guinte, sdo conhecidos por reticulados de Bravais.

A partir das sete classes de cristais, estabelece-se uma
classificagdo dos reticulados tridimensionais de forma a
determinar-se o maior subgrupo de isometrias de R3 mu-
nido com a operagdo de composicdo que deixa invariante
um reticulado que tem um ponto fixo.

Tal classificagdo conduz-nos a existéncia de 32 grupos,
0s quais sdo designados por grupos cristalograficos pon-
tuais, que nos permitem, entdo, classificar os grupos de
reticulados tridimensionais.

Os grupos cristalogréficos pontuais sdo gerados por
rotagGes de ordem 2, 3, 4 e 6 e simetrias de reflexdo rota-
téria em que a parte rotacional tem ordem 1, 2, 3, 4 ou 6
(encontra-se demonstrado em [3]).

Quando se entra em linha de conta com as translacdes,
estes grupos cristalograficos pontuais ddo origem a 230
grupos cristalograficos tridimensionais (ou 219 grupos
caso se considere apenas o grupo de isometrias que preser-
vam a orienta¢do), nos quais se enquadra qualquer cristal.

Na realidade, nem todos os sélidos apresentam a pe-
riodicidade patente nas redes de Bravais. Uma consequén-
cia desta periodicidade é a propriedade de ordem de lon-

go alcance, isto é, conhecendo-se a posi¢do de um dtomo
da rede, podemos determinar com exatiddo a posicdo de
um outro dtomo qualquer, mesmo que este esteja bastan-
te distante do primeiro. Alguns sélidos ndo possuem esta
propriedade e, portanto, sdo designados de desordenados.
H4 ainda materiais que exibem um certo tipo de ordem de
longo alcance, mas nao sdo periédicos, os quais designa-
mos de quase-cristais.

Acabamos de ver que nos cristais quer as rotagdes quer
as partes rotacionais das reflexdes rotatérias tém ordem 1,
2, 3, 4 ou 6, pelo que os angulos de rotacdo tém amplitude

360°
W ,comn=1,2,3 40ub.

Simetrias de rotagdo segundo angulos, como por
exemplo, de 72° sdo, entdo, incompativeis com a periodi-
cidade cristalina, uma vez que ndo é possivel preencher
0 espago euclidiano com os sélidos platénicos dodecaé-

2Designados de vetores primitivos da rede.
3 Isometrias que preservam a orientacdo, isto €, isometrias diretas.

4Uma reflexdo rotatdria é uma isometria indireta (isto é, que ndo preser-
va a orientacao) que consiste no produto de uma rotagdo em torno de
uma reta (eixo de rotacdo) por uma reflexdao num plano perpendicular a
essa reta. Um caso particular de uma reflexao rotatdria € uma inversao
num ponto.

* Designadas em cristalografia por sistemas cristalinos.

¢ Define-se holoédro de um reticulado como um subconjunto de isome-
trias do espaco euclidiano que torna invariante o reticulado.

" Correspondem aos sete reticulados primitivos.

8Uma célula primitiva de grupo reticular tridimensional é um poliedro
com grupo de isometrias no grupo holoedral.

? As arestas do poliedro tém comprimento |.
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Reticulado triciclico em que:

V3

atBFyelwll# vl # [l

Reticulados monociclicos em que:
a=y="90°B>90°e|ln[l + [l

v2

Primitivo

# [lvsll

V3

vz

Base-centrado

Primitivo

Reticulados ortorrémbicos em que: o = By = 90° e ||vi|| # [|w2|| # [|w3]|

v
_lCl
V2 v2
Base-centrado Corpo-centrado

Face-centrado

Reticulados tetragonais em que:
a=PBy=90e|lv|| = [lval| # ||vs]l

Reticulado trigonal/hexagonal
em que: 0 = B = 90°y = 120°

Reticulado romboedral em que:

a=B=90°y = 120°

20

el = [lvall # [lwsll el = llvall # [[wsl|
V3 V3 V}L[ v ,
\ //1\\
o
p T B B
Y| V2 Y v2 vl / Ve AVAZ
v Wi Vi vi
Primitivo Corpo-centrado Primitivo
Reticulado cubico em que: v va Vi
a = By =90° N . ';'
e |wll = [jvll = [l = s
[y gy o ¥
Y vz 1 vz :- N -7 vz
w v v
Primitivo Corpo-centrado Face-centrado

Figura 1". Os 14 reticulados de Bravais.
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Figura2.'"” Padrao'® de difragdo do eletrdo que mostra
a simetria de ordem 5 obtida a partir do sélido quase-
cristal Al-Cu-Fe.

P F F'
. ﬁ*tt'pfﬂ@ﬁ;

Figura 4."* Seccdo do quase-cristal formado
pela liga Al-Ni-Co.

dricos ou icosaédricos, pois estes apresentam simetrias de
rotagdo de 72° ou seja, simetrias de rotacdo de ordem 5.

A descoberta de Schechtman, Blech, Gratias e Cahn
(em [10] e [11]), em 1984, surpreendeu toda a comunida-
de quando demonstraram, por difragdo de eletrdes, que
certas ligas de aluminio (Al) e manganés (Mn), quando
rapidamente resfriadas a partir do estado liquido, for-
mavam sé6lidos que combinavam simetrias de rotagdo de
ordem 5 no espectro de difragdo com a ordem orientacio-
nal de longo alcance, significando que as diversas unida-
des que compdem o sélido estavam todas orientadas da
mesma forma.

Schechtman e os seus colaboradores tinham acabado
de demonstrar a existéncia de simetrias de ordem 5 em
materiais que aparentemente tinham algumas proprie-
dades do sistema cristalino, como a ordem orientacional
de longo alcance, mas que ndo tinham outras, tais como a
periodicidade.

Observe-se a figura 2 que exemplifica o tipo de pa-
drdo de difragdo encontrado por Schechtman e os seus
colaboradores.

Seria de esperar que pudesse estar envolvido o ntime-
ro de ouro, jd que este estd intimamente ligado a geome-
tria pentagonal e, de facto, os esquemas de difracdo que
foram efetuados por Schechtman continham representa-
¢des de planos que formavam angulos com a horizontal
igual ao niimero de ouro, ¢.

Desde entdo, tém vindo a ser descobertos outros ma-
teriais, com base em outros ntimeros metdlicos, que con-
tém outras simetrias proibidas em cristalografia, como
sdo exemplos os niimeros de prata Tag € de Sutil, <p3,
que estdo relacionados com as simetrias octogonais, de
ordem 8, e com as simetrias dodecagonais, de ordem 12,
respetivamente.

Os quase-cristais sdo substancias que se configuram
com esquemas de difragdo que evidenciam simetrias de
rotacdo de ordem 5, 8, 10 ou 12.

'%||v4|| representa o comprimento do vetor vicom i = 1,2 e 3.
' Referenciada em [3]

'2 htp:/Iwww.scienceinschool.org/pt/20 | 2/issue24/crystals (Consultado em
20/05/2016)

'3 Este padrdo convenceu os cientistas da existéncia de quase-cristais.
'* https://pt.wikipedia.org/wiki/Quase-cristal (Consultado em 20/05/2016)

15 http://quimicaeshow2.blogspot.pt/20 | | /1 O/quasicristais-premio-nobel-de-
-quimica.html (Consultado em 20/5/2016)
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NUMEROS METALICOS NOS QUASE-CRISTAIS
Algumas versdes unidimensionais dos quase-cristais,
embora ndo apresentem simetrias de rotacdo, ilustram a
possibilidade de um sistema ter um certo tipo de ordem,
apesar de ser aperiédico.

Vérios protétipos unidimensionais de quase-cristais
sdo modelados através de sucessdes definidas por recor-
réncia, em que cada um dos seus termos sdo cadeias for-
madas pelos simbolos'® ou dtomos A e B e cuja justaposi-
¢do destes segue a seguinte recorréncia:

S1 =B, S, = A e para todo natural
n>28,11=5,7S,.19, comp,geNe

em que S, F representa p repetigbes adjacentesa S, e S,,_1 7
representa g repeti¢des adjacentes a S;,_.

Observe-se que a sucessdo (S,)nen ndo é periddica,
uma vez que ndo existe uma ordem k, para todo n > 1,
que satisfaga S, = Sy. No entanto, existe uma certa or-
dem na forma como estéo justapostos os A’s e os B’s, uma
vez que decorrem da aplicacdo da expressdo do termo ge-
ral da sucesséo.

Pensando no comprimento de cada cadeia S;, com
i € N, que consiste no ntmero natural que designa a
quantidade de simbolos que a compdem e representan-
do-o por |S;|, constréi-se uma nova sucessio (Fy)qen de
comprimentos das cadeias S; da seguinte forma:

F =S| =1, F, =|S3| =1 e para todo natural n > 2,
Fui1 = [Spi1| = |SnPSu-11)

com p e g naturais e em que S, ¥ representa p repeti¢des
adjacentes a S, e S5,,_1 7 representa g repeti¢bes adjacentes
a Snfl.

Repare-se que (F;)nen € uma sucessdo generalizada
de Fibonacci, em que os dois primeiros termos sdo 1 e para
todo n > 2 satisfaz

Fup1 =[S0 PSp-1 7] =[S P| +[Sn-11|

= p[Sul +q|Su-1] = pFu + qFs-1.

Portanto, tendo em conta que todos os nimeros meté-
licos sdo limites de sucessdes formadas pelos quocientes
de termos consecutivos de sucessdes generalizadas de Fi-
bonacci (conforme foi visto na sec¢do 2) estdo reunidas as
condigbes para podermos afirmar que a sucessdo dos quo-
cientes de termos consecutivos de (F,),eN converge para
o ntimero metdlico ¢y, com p,q € IN ou seja, que os quo-
cientes de comprimentos consecutivos das cadeias geradas
por dois dtomos num destes protétipos de quase-cristal
unidimensional tendem para o nimero metalico oy 4.

Figura 5.'* A telha de Penrose.

A nivel bidimensional, existem vdrios exemplos de
quase-cristais.

A existéncia destes na arquitetura isldmica é frequente
e alguns deles remontam ao séc. XV, mas somente a partir
de 1974, com o matemidtico e fisico inglés Roger Penrose é
que se comegou a ter consciéncia da sua existéncia através
do estudo por ele efetuado aos arranjos geométricos de
quase-cristais e a forma de pavimentar o plano com estru-
turas quase-periédicas, utilizando, por exemplo, a telha'’
representada na figura 5 para ilustrar a sua teoria.

A telha de Penrose permite, a partir de um conjunto
limitado de figuras geométricas de base, designadas de
ladrilhos", gerar padrdes ndo repetitivos que permitem
cobrir com pentdgonos, decdgonos, etc., e sem distorgao,
superficies tdo extensas quanto se deseje?. A telha de Pen-
rose apresenta um padrdo que além de aparecer em algu-
mas decoragdes de edificios islamicos, permite estabelecer
uma relagdo com as telhas de girih, nome em drabe dado
aos padrdes dos ladrilhos formados por figuras geométri-
cas que misturam pentdgonos, decdgonos e outras e que
cobrem os muros das mesquitas e dos paldcios medievais
do mundo islamico.

Peter Lu e Paul Steinhardt, em [9], ilustram outros pa-
drdes encontrados na arquitetura islamica e exemplificam
como o processo de Penrose pode ser utilizado na cons-
trugdo de outro ladrilho, ver figura 6, ou até mesmo, como
poderia, por exemplo, ter sido usado nas telhas girih do
santudrio Darb-i Imam em Isfahan, no Irdo, cuja constru-
¢do data do séc. XV, ver figura 7.

Vejamos de seguida o processo de construgdo de uma
telha de Penrose e a sua relagdo com as telhas girih.

Na figura 6, os poligonos A e B (que se encontram a
esquerda nas figuras 6A e 6B) formam os ladrilhos iniciais
de Penrose. Estes sdo decorados com linhas vermelhas
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Figura 6. ' Processo de constru¢do de uma telha de Penrose

e azuis, de modo a que quando se procede a unido dos
ladrilhos pelas suas arestas, estas linhas continuem sem
interrupg¢des, formando uma telha de Penrose, isto é, dis-
pdem-se de maneira a existirem simetrias pentagonais e
em que os ladrilhos A e B se repetem com frequéncias cuja
razao entre elas é o nimero de ouro.

O processo de construgdo usado foi o seguinte:

Dado um conjunto finito de telhas, cada telha pode ser
subdividida de acordo com as “regras de inflagdo” (isto é,
através da sucessdo [Sy],enn definida anteriormente), em
ladrilhos A e B de menores dimensdes (indicados a direita
das setas nas figuras 6A e 6B), que se juntam para formar
uma telha com mais ladrilhos.

Com vista a estabelecer uma relagio entre as telhas de
girih e as de Penrose, nomeadamente, de se poder pavi-
mentar as telhas de girih a custa das telhas de Penrose,
constroem-se as telhas ilustradas nas figuras 6C, 6D e 6E,
que formam telhas com os ladrilhos iniciais de Penrose.

Por fim, confrontando as figuras 6F e 7, observa-se que

e s 8
L7
N S

-

Figura 7. ' Relagdo entre as telhas girih e as de Penrose.

!¢ Representacdes graficas, indivisiveis, utilizadas na construgdo de cadeias.

7 Define-se como telha o conjunto de ladrilhos unidos entre si que for-
mam a cobertura da superficie.

"8http://coachcaldeira.blogspot.pt/201 | /1 0/uma-analogia-superficial.html
(Consultado em 20/05/2016)

' Um ladrilho consiste numa das formas possiveis de formar uma telha
numa pavimentagao.

29Se S € o conjunto de telhas numa pavimentacdo, um conjunto R de
formas € designado por um conjunto de ladrilhos se nenhuma de duas
formas que pertencem a R s3o congruentes entre si e toda a telha em S
é congruente para uma das formas em R. E possivel escolher muitos con-
juntos distintos de ladrilhos para uma telha, pois transladando ou rodando
qualquer um dos ladrilhos, produz-se um outro conjunto vdlido de ladri-
lhos. Contudo, todo o conjunto de ladrilhos tem a mesma cardinalidade,
pelo que o nimero de ladrilhos estd bem definido.

2! Referenciada em [9].
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é possivel pavimentar a regido da telha de girih, do san-
tudrio de Darb-i Imam, que se encontra delimitada pelo
retdngulo (a preto) na figura 7, com os ladrilhos perfeitos
de Penrose.

Mais, esta subdivisdo de autossemelhanga de ladrilhos
grandes em pequenos ladrilhos pode ser expressa em ter-
mos de uma matriz de transformagdo em que os valores
proprios positivos sdo os niimeros metdlicos. Basta termos
em conta que a familia dos ndmeros metdlicos pode ser
definida como o conjunto de valores préprios positivos de
uma equagdo matricial

Gz | _ | P q || Guna
Goin 10| G |”

uma vez que se considerarmos a transformacdo linear
Y = AX, em que as matrizes

_| P 1 _ | Gns2 _ | Guna
a=[ 1 g]r=[gn]ex=[% ]

e X # 0, um vetor é um vetor préprio da matriz A, se
AX =AX & (A—AIX =0 e os valores préprios da ma-
triz A sdo as raizes do seu polindmio caracteristico, ou seja,
os valores préprios da matriz de transformagdo A sdo os
ntmeros metdlicos o 4 € 0s seus conjugados 0,; porque

det(A—AI):O(:»‘ "’;" N ’zO@Az—pA—qzo

=

Ao PV PP
2 2

SA=0pqgVA=0pg.

Observe-se que para quaisquer p,q €N, op,q >0 e
op,q <0.
Quanto aos vetores proprios de A, estes sdo

[ 0p,qGn+1 ]e[ 0p,qGn+1 ]
0p,4Gn 0p,qGn

e como resultam de dois valores préprios distintos, eles
sdo linearmente independentes e, portanto, formam uma
base no espago vetorial bidimensional.

Pelo processo de construgdo exposto, fica claro que a
metodologia utilizada por Penrose permite pavimentar o
plano, usando ladrilhos em que os seus motivos sdo cons-
truidos através de regras préprias e por subdivisées au-
tossemelhantes.

Mas as telhas de Penrose permitem ainda inferir que
numa estrutura quase-periddica é possivel preencher o
espago, em casos onde o eixo de simetria tenha multipli-
cidade 5 (ou 7), usando para tal estruturas icosaédricas.

Figura 8: llustracdo de um quase-cristal com es-
trutura iscosaédrica. Contém 12 vértices, 20 faces
e 30 arestas. Os eixos de multiplicidade 5 passam
pelos Vértices, os eixos de multiplicidade 3 passam
nos centros das faces e os eixos de multiplicidade 2
passam pelos pontos médios das arestas.

L] L] L]
Prp bl Py iy,
@ s @ da a

Figura 9:%* (A) Amostra original contendo Khatyrkite.
A parte escura contém principalmente Khatyrkite
(CuAly) e cupalites (CuAl) e também estruturas
granulares como a mostrada na parte (B) com com-
posicao Alg3CuygFe|3. Os padrdes de difracdo
foram obtidos da regido destacada pelo circulo
vermelho. (C) Imagem do padrdo no espaco real
mostrando a ordem quase-periddica com simetrias
de ordem 5 obtida por Microscopia Eletrénica de
transmissdo de alta resolugdo (HRTEM).
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Padrées de

Figura 10.

difracdo de raios X com
simetria de ordem 2 (C), 3
B)e5 (A).

Shechtman e os seus colaboradores foram os primeiros
a estudar um quase-cristal tridimensional. Eles verificaram
que quando se inclinava o sélido em angulos apropriados,
este apresentava simetria icosaédrica (ver figura 8).

No entanto, tais simetrias ndo foram f4ceis de encon-
trar em sélidos existentes na natureza. S6 em 2009 é que
foram encontrados pela primeira vez, por Luca Bindi e
seus colaboradores ([12]), quase-cristais tridimensionais
na natureza, os minerais de Khatyrkite, provenientes das
montanhas de Koryak, no nordeste da peninsula Kamcha-
tka, na Rassia, e que se encontravam para estudo no Mu-
seo di Storia Naturale da Universita degli Studi di Firenze,
datando do periodo tridssico (200 milhdes de anos atrés).

Ap6s um estudo exaustivo, descobriram que os mi-
nerais de Khatyrkite apresentam simetrias rotacionais de
ordem 2, 3 e 5, conforme pode observar-se nas figuras 9 e
10, e portanto, sdo quase-cristais.

Tendo em conta as simetrias de ordem 5 e tudo o que
ja foi visto neste artigo, os ntimeros metdlicos estdo aqui,
novamente, subjacentes a esta estrutura.
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