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Resolucdes dos n.** 3625 a 3650 do fasc. 54:

3625
R: E wna indeterminagio do tipo 1%.
logaritmo neperiano :

Tomando o

ooy & . log(cos x)
1‘133 =" log (cos x) = ]}(133 —

0
Temos agora uma indeterminagdo do tipo >

Aplicando duas vezes a regra de L'Hoserrar, vem para
valor deste ttltimo limite: —1/,. Portanto, o verdadeiro
valor da expressdo dada € :

1

Ve

3626
R: Verifica-se imediatamente que a fungio sé existe no
intervalo fechado (—1,1) e que € simétrica em relagio
ao eixo dos yy .

Com facilidade se deduz para ela esta outra expressio
analitica :

y=(1—4x?) /1T —x2

que mos inostra que a curva representativa corta o eixo
dos xx mnos pontos de abeissas —1, —1/2, 1/2 e 1.,

A 1. derivada da fungdo tem o valor :

e Ix(4x?— 3)_

N =
\/1—;3

el

‘/.

Esta anula-se para x=0 e ainda para x=+-—.
A segunda derivada tem por valor:
—3-(8xt —12x2 4 3)
V(I —x)
que nos mostra que a fungdo tem um para x=0

e minimos para os outros valores de x que anulum a
1.2 derivada. Por seu lado, a 2. derivada anula-se

+V3— ;/3)
— onde a curva repre-

yl =

s

para x=+0,6 (
sentativa apresenta pontos de inflexio.

3627

R: Obrigando a fun¢do w a tomar os valores indica-
dos para os correspondentes valores de z, oblemos o
sistema :

2a+4ci=0
5a+4+5b=3c+3d—4ei —4di
lb+2di=0
Fazendo, por exemplo, ¢=2, wvem para as outras
constantes :

a=—i; d=1i; b=2
A fungdo dada pode, pois, escrever-se
2x+ 2y —1)i
@—y) +xi

—i42z
W= =

CES TS
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Basta mostrar que, para valores de z de mddulo igual
& unidade, os valores correspondentes de w tém tam-
bém médulo igual & unidade.

Como o mddulo dum cociente € o cociente dos mi-
dulos :

Vizt+ 2y—12 5—4y 3
V@ -y +x2 5—4y
atendendo a que x*4y?=1.
3631
R: Comparando o infinitésimo dado com x, x? e x3

obtemos sempre um limite igual a zero, como se verifica
Sfacilmente.

mod w

Mas :
. 2sen?x/2 —x?¥/2 sen 2x —x
lim - -
x=0 x4 4x3 xm=0
2c082x —1 —sen 2x
12 x2 =0 3-2x _—

1
= ——=£0.
3 #
A ordem de y em relagio a x €, pois, igual a 4.
3632

R: A expressio analitica da fungdo mostra-nos que
a sua imagem geoméetrica tem duas assintotas paralelas
ao eixo dos yy (x=0 e x=a) e uma paralela ao
eizo dos xx (y=0).

a? b2

A 1.2 derivada € igual a y'=— -—

PO Pl
x2 -i_{a—x.)z e

lando-a a zero, obtemos uma equagdo cujas raizes sdo

. Y A8 dervada & tanal
- £ Xy = —. 2.4 derivada € igual a
% a+b N =5 g
2a? 2b?
y'l = Por substituigio, verifica-se

= (a—x)3 '
gue a 2. derivada € positiva em xy e negativa em Xj .
A imagem geométrica da fungio apresenta ai, pois, um
minimo e um maximo, respectivamente.

Como o eiwo dos xx € uma assintota, concluimos com
facilidade que hi um ponto de inflexdo, de abeissa maior
que X3 .

3633
" : 2x
R : Substituindo z por x+iy, vem: w = m+
= (1 "Yz) —X? P ¢ i fom. al
+i e + Fortants @ funglo w toma valores

reais para os pontos (x,y) tais que: x*4y?=1 quee
uma circunferéncia de raio 1, com centro na origem
dos eizos. A funcdo w toma valores imagindrios puros
para os pontos (x,y) tais que: x=0 que € o eixo
dos yy.

Dos dois pontos de encontro do eixo dos xx com a
circunferéncia indicada sé serve A (0,—1) wvisto que
para (0,1), w vem indeterminada.

Resolagbes dos n.®® 3625 a 3633 de J. H. Arandes

3637
R: Para verificar que & um homomorfismo basta que,
sendo n e m dois inteiros e n' e m' as suas imagens
em €, sgja n+m —>n'-m', oqueé imediato aten-
dendo @ igualdade

ﬁ n-fm . 9 n Y § m £
(? 1+ iytm = g (1 + i) ‘{T (L +i)=.
Pelo teorema da homomorfia haverd entdo um invari-
ante N em R tal que € € isomorfoa R/, este in-

variante € o conjunto dos inteiros n que correspondem
ao elemento 1 de €; satisfazem por consequéncia &

V2

n
relagdo (?) (l4ip=1,

Passando o primeiro membro da igualdade anterior
& forma trigonométrica resulta a igualdade equivalente

cos(nl;-+2jn)+isen(n%+2jn:)—1
que equivale por sua vez a n£=2kn (k inteiro

arbitririo) ou seju, n =8k com k arbitrario. O
conjunto N € formado pelos midtiplos de 8.

3638
R: Basta provar que a relagdo
o(4,—2, -4)+p-(6,—3,1) = (0,0,0)
implica . =0 e u =0, o que equivale a demonstrar
que o sistema homogeneo
dh+6p=0
— 2k —-38p=0
—4k+ p=0
€ determinado. De facto o determinante

46
—4 1|#0‘

3642
R: Suponhamos que o € limite inferior do conjunto
dos niumeros ; entio = satisfaz as condigies:
a) a< 7 qualquer seja 7
{b) se B<n qualquer seja v € B La.
Vamos provar que as condigies 1) implicam
a) «>& qualquer segja &
{h) se B >E qualquer seja & € B > a
que definem o como [limite superior do conjunto dos
numeros &. Comecemos por observar que para cada § €

& <, qualquer seja n; por isso, alendendo a 1. b) re-
sulta 2. a). Por outro lado, dado B > &, se fosse B < a
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os nitmeros do intervalo (,B), que nio sio nimeros §
teriam de ser nimeros w o que contradiz 1. a). E por
conseguinte B > a. De modo andlogo se provaria que
as condigies 2) implicam as condigies 1). As duas defi-
nigdes sdo portanto equivalentes.

3643
R: a) Pondo G'1NH=(GNH NGy, reconhece-se
que H'1=81NH ¢ a intersecgdo do sub-grupo &N .f)
com o invariante &'y em Gy, € por isso invariante
no sub-grupo Gy N H .

b) H1/9's € identico a G; N H/ (G NH) NGy que
pelo primeiro teorema da isomorfia é isomorfoa (S;N9) -
- @ /®"y. Ora (G;NH) 61/Gy € a imagem homo-
morfa de G, N H=9H, no homomorfismo & ~G,/&'y
e e por isso sub-grupo de @I/@rl .

3647
R: De modo andlogo a 3642.

3648
R: Pondo HNGi=(HNGi-1) NSt e, notando que
HNGic1 ¢ O sido respectivamente um sub-grupo e
um invariante de i, conclui-se que §) N &; ¢ inva-
riante em HNGi1 e por isso HNG=HNG
XN XHNGu =€ ¢ uma série normal.
Tomemos agora o factor desta serie

HNG/H NG =HNG1/(HNGi) NG
aplicando o primeiro teorema da isomorfia reconhece-se
que o sequndo membro daquela igualdade € isomorfo a
(HNGi-1) - &/Si que ¢ um sub-grupo do factor da
primeira serie Gi1/Si. Tal sub-grupo é precisa-
mente a imagem do sub-grupo de S, HN G,
no homomorfismo canénico de Si-1 sobre Gi_1/S;.

3649
R : Representando por x', a imagem de xe & (tere-
mos 1-x —» 1'.x visto que o endomorfismo € opera-
tério e & € considerado como médulo com operadores
& direita em &. Como 1-x=x resulta entdo

x'=e:x e=1e6.

Por outro lado € facil reconhecer que a igualdade
x' =e-x define um endomorfismo — &, de & consi-
derado como médulo com operadores i direita de &.

Os endomorfismos considerados obtém-se portanto
multiplicando & esquerda os elementos x e G por wm
elemento arbitrario pe .

3650
R: Cada elemento x e & tem a forma

o
X=X +Xtrdxp=FXx

em que x; 6B, sendo os B; ideais direitos simples e
distintos de &. Em particular resulta para o ele-
mento 1,
l=e;t+es+-+e,
e podemos supor todos os e; ndo nulos.
Desta relagdo tira-se
G=¢6+--+66+--4+¢,6.

Ora e & € o ideal direito gerado por e & B, e como
ndo € nulo identifica-se com B; porque este ideal ¢
simples. & toma entio a forma G=T;+ DB+ --- + 1,
que € uma soma directa porque as parcelas sio simples

e distintas.
Resolugles dos n.%" 3837 a 3650 de S. Guarreiro.

I. 8. T. — Maremdricas Gerais — 1.° Exame ordinario
— 13 de Marco de 1953 — Parte pratica.

3559 — Determinar a equagiio bindmia de coefi-
cientes reais e grau minimo que admite como raizes
os dois mimeros :

gy=cosDw /13 +i-send=/13
Zpe=cosTn/9 —i.senTn/9

# e 2z sdo raizes primitivas? Justificar.

3560 — Calcular a e b de modo que os planos de
equagdes :

r— y+3z=10
Te+ay+ z2=8
—br+ay+2:=0
pertencam ao mesmo feixe.

3561 — Averiguar da natareza da série:
o
Z n! b
Slbta)- @ +ap) (b +a,)’
sabendo que a sucessio de termo geral a, tende para
A>1,e b é positivo e menor que 1.
3562 — Dadas as rectas

y=1/2-(—x2-3)
"1){3-1;2-(5x+1)

x+y—=zs+6=0
72) —2z+y+2+1=0
e—T y z—4
o E ke e
a) provar que sdo as arestas duma superficie pris-
mitica triangular ;
t) escrever as equagdes do lugar dos pontos do
espago que distam igualmente das trés rectas.

I S. T. — Maremdricas Gerais — 1° Exame extraor-
dindrio — 16 de Margo de 1953 — Parte pratica.

22—y =0
3563 — Resolver o sistema: lyz —2 =0
z —a2=0,

apresentando as solugles na forma trigono métrica.
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3564 — Determinar os pontos comuns aos trés pla-
nos de equagdes :
x4+ ay+atz=1

ax +aly + =z=10

ax+ Y+ az=0,
sabendo que entre o adjunto e o reciproco do deter-
minante formado pelos coeficientes que afectam as
varidveis, existe a relagio: 4 + R =0 .

3565 — Averiguar da natureza da série:

S (n41)-(n+2)- (2n—1)-(2n)
Z 2. "

3566 — Paz-se rodar uma recta r em torno de um
dos seus pontos P (2,1). Seja C o centro da circunfe-
réncia de equagdo: #? +y? —4wx=0e 4 ¢ B os pon-
tos em que r intersecta a circunteréncia.

a) Determinar a expressiio da drea do tridgulo va-
ridvel [ABC];

4) Determinar a equagio do lugar do baricentro
do tridingulo.

n=1

I. 8. T. — Mareudricas Gerais — 2.° exame de fre-
quéncia ordindrio — 41 de Julho de 1953 — Parte
pratica.

3567 — Considere-se a representagdio grdfica da
1203 4+ 422 — 32 —1
41
a) Determinar as intersecgles com o eixo das
abscissas, e os sinais da fungfio nos intervalos de que
estes pontos sfo extremos; ) Estudar a sua posigio
em relagio 4s assintotas; ¢) Contar e separar os pon-

PROB

Problemas propostos ao concurso

Secgio Eremesran

3650 — Se uma recta, r, tirada do vértice C do
tridngulo 4 B C divide ao meio a mediana tirada
do vértice A4, entdo essa recta r divide o lado A B
na razio 1:2.

3651 — Determine os pontos comuns a todas as
circunferéneias (z—a)(z—3)+y(y—4—a)=0-

fungdo y =

Secgio Mépra

3652 — Designando por [2] o maior inteiro con-
tido em 2, demonstrar que, sendo n um inteiro
positivo e ® um mimero real se tem sempre

et =1+ [t 2] [ 2] [ 1]

3653 — Seja f(z) um polindmio de gran =, de
coeficientes inteiros, e « uma raiz da equagfo
F(z) =0. Mostre que todo o polindmio g(z) de
coeficientes racionais se pode escrever sob a forma

tos de estacionaridade, averiguando se se trata de
maximos ou minimos, e caleular com um decimal
exacto o valor da abscissa de um deles; d) Esbogar
a representaciio grifica.

3568 — a) Deduzir a equaglo da pardbola que
passa pelos focos da conica: 16 x? 2552 —400=0,
e pelo ponto A (2, — 1), onde admite a tangente:
y + 1 =0; b) Caleular a distincia do foco da pard-
bola & directriz; ¢) Escrever as equagdes das tan-
gentes tiradas pelo ponto B (5,0).

I. 8. T. — Maremdricas Grrais — 2.° exame de fre-
quéncia extraordindrio — 3 de Julho de 1953 —
Parte pratica.

3569 — Dada a fun¢lio y = log (z' — 8 x? + 32 +
+ 32 x — 28): @) Determinar os intervalos em que é
definida e os valores que toma nos seus extremos;
b) Recorrendo ao teorema de Sturm, provar que existe
apenas um ponto de estacionaridade; indicar se se
trata de um miximo ou de um minimo, e calcular a
sua abscissa com um decimal exacto; ¢) Esbogar a
representagio grifica.

3570 — Considere-se a quddrica de equagiio:
422 + 22— 82 +2y/2yz +42+1=0.

a) Classifica-la; b) Escrever as equagdes dos seus
planos de simetria; ¢) Indicar precisamente como se
poderia calcular o valor de By;, mantendo os outros
coeficientes, para que a equagido representasse uma
quddrica de revolugio.

Enunciados dos n.*® 3559 a 3570 de F. Alves da Silva

LEMAS

ay+a; a+ay “?+"'+an—! a*! ’ onde Qg g By y *** Byey
si0 nimeros racionais.

Srcgio Superion

3654 — Mostre que se a e b sfo elementos do
do grupo multiplicative &, entio existem em &
elementos = e y tais que abw=>ba e yab="ba
(comutadores do par a,b). Que relagio existe entre
os comutadores dos pares a~!' b~! e b~'a'?

3655 — Determinar a forma geral das fungdes
f(z,y,2,p,q) para os quais, as equacdes diferen-
ciais das caracteristicas da equacgdio f =0 admitem a

T g A 9z 68)
combinagio integrdavel d| —) =0 - e ]
¢ g (p) (P 3z’ q 3%

MN. R. — No préximo nimero da «Gazeta» serfo publicadas
as solugdes dos probl propostos no fasciculo anterior.

A Redacgio



