
io GAZETA DÉ M A T E M Á T I C A 

Comité Nacional Francês de Matemáticas 

Profs. J. Hadamard, Presidente de Honra; E . liorel, 
presidente; H. Béghin, P. Belgodère, R. Brard, M. IIre-
lot, L. de Broglie, H. Cartan, A . Cliatelet, J. Chazy, 
G. Darmois, H, Delange, A . Denjov, J. Dieudonné, 
Mme. Dubreil-Jacotin, P. Dubreil, C. Ehresmann, 
J. Favard, Ei, Fortet, M. Fréehet, G. Jiilia, A. Lamo-
the, P. Lolong, J. Leray, P. Lévy. A . Lichnerowicz, 
S. Mandelbrojt. P. Montel, J. Pérès, C. Pisot, H, Pon-
cin, P. Robert, L . Schwartz, G. Valiron, H, Villat, 
G , C hoquet. 

Comité de Edição das Obras de Elie Cartan 

Profs. P. Montel, Presidente; A Lichnerowicz, Secre-
tário; H. Cartan, A. Chatelet, G. Darmois, J. Leray. 

Comité de Honra International 

Profs. U. Amaldi, R. T . Baehiller, G. Birkhoff, 
S. Bochner, E. Bompiani, O. Boruvka, S. S. Chern, 
C. Che va! ley, E. T . Davies, A . Einstein, II. Freuden-
thal, L . Godeaux, V. HIavaty, W . V. D . I lodge, 
II. Ilopt, S. lyanaga, S. Kakutani, A . Kawaguchi , 
E. Kahler, D. D. l íosambi, C. Kuratowski, T . II. L e -
page, D. C. Lewis, M. Morse, L. Nachbin, J. Nielsen, 
N. E. Nörlund, L. Pontrjagin, A . Pouliot, C. Racine, 
J, Radon, G. de Rharn, F. Riesz, M. Riesz, L. Santaló, 
E. B. Schieldrop, J. A. Schouten, E . Schrödinger, B. 
Segre, C. L. Synge, C. De La Vallée-Poussin, O. 
Vehlen, G. Vranceanu, A. Weil , II. W e y ] , J. H, C. 
Whitehead, Sir E. Whittaker, K. Yano, C. L. Siegel, 
A . Stoïlow, M. H. Stone, W . Süss. 

M A T E M A T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

Resoluções dos n.°" 3Ó25 a 3 6 5 0 do [ase. 5 4 : 

3 6 2 5 
R : E uma indeterminação do tipo 1™. Tomando o 
logaritmo neperiano: 

tim — - log (cos x) lim 
log (cos x) 

0 
Temos agora uma indeterminação do tipo —. 

Aplicando duas veies a regra de L T I O S P I T A E , . nem para 
valor deste Ultimo limite : — 1/j, Portanto, o verdadeiro 
valor da expressão dada é : 

1 

3 6 2 6 
R: Verifica-se imediatamente que a função só existe no 
intervalo fechado ( — 1 , 1 ) e que 4 simétrica em relação 
ao eixo dos yy . 

Com facilidade se deduz para ela esta outra expressão 
analítica: 

y = (1 - 4 s ! ) / l - x* 

que nos mostra que a euroa representativa corta o eixo 
dos x i nos pontos de abeissas —1, — 1 / 2 , 1/2 e 1 . 

A 1." derivada da função tem o valor ; 

V / T ^ 

Esta anula-se para x — 0 e ainda para x = + 

A segunda derivada tem por valor : 

„ 3 • (8 x* - 12 x3 + 3) 

V/3 

r 
/ ( I -

que nos mostra que a função tem um máximo para x—0 
e mínimos para os outros valores de x que anulam a 
1." derivada. Por seu lado, a 2." derivada anula-se 

para x = + O, b l • — 1 onde a curva repre-

sentativa apresenta pontos de inflexão. 

3 6 2 7 
R : Obrigando a função w a tomar os valores indica-
dos para os correspondentes valores de z , obtemos o 
sistema: 

2 a + ci • 
5a-l- 5 h 
b + 2 di * 

= 3 c + 3 d ~ 4 e i - 4 d i 
0 

Fazendo, por exemplo, c = 2 , vem para as outras 
constantes: 

a = — i ; d = i ; b = 2 

A função dada 2'ode, pois, escrever-se 

— i + 2 z 2 x + ( 2 y — l ) i 
W — 

2 + ík (2 — y) + xi 
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Basia mostrar que, para valores de z de módulo igual 
à unidade, os »olores correspondentes de w têm tam-
bém módulo igual à unidade. 

Como o módulo dum cociente é o cociente dos mó-
dulos i 

+ ( 2 y — l } 2 \/r> - 4 y 
raod l i » — - —— — I 

+ y 5 — 4 y 

Ofcndeníií) o ç«e + = 1 . 

3 6 3 1 

K : Comparando o infinitésimo dado com x , x } e x3 

obtemos sempre um limite igual a zero, como se verifica 
fàeilmentc. 

Aías : 
2 sen1 x/2 — x3 /2 faen 2 x - x 

l i m 
i x * 

2 cos 2 x - 1 

[sen 2 x — x 

] j" —seo 2 x ~1 

1 

A ordem de y em relação a * é, pois, igual a 4. 

3632 

R: A expressão analítica da função mostra-nos que 
a sua imagem geométrica tem duas assintotas paralelas 
ao eixo dos yy (x — 0 o x = a) e uma paralela ao 
eixo dos xx (y = 0) , 

a í A* 
A 1.* derivada é igual a y' — — — - H : . Igua-

is (a —x)* 
lando-a a. zero, obtemos uma equação cujas raízes são 

aí a3 
xj -- ( i j - — . A 2." derivada é igual a 

y 

a +• b 
2 a1 

a — b 
2 b * 

Por substituição, verifica-se 
x» (a - x}3 

que a 2.' derivada é positiva em xi e negativa em Xj. 
A imagem geométrica da função apresenta aí, pois, um 
mínimo e um máximo, respectivamente. 

Como o eixo dos xx ê uma assíntota, concluímos com 
facilidade que há um ponto de inflexão, de abcissa maior 
que . 

3633 

R : Substituindo z por x-f-iy , vem : w 
2 x 

. Portanto a função w toma valores 

reais para oi pontos (x , y) tais que.- xí + y2 —1 que e 
uma circunferência de raio 1, com centro na origem 
dos eixos. A função w to/na valores imaginários puros 
para os pontos (x,y) lais que: x — 0 que é o eixo 
dos yy. 

Dos dois pontos de encontro do eixo dos xx com ti 
circunferência indicada só serve A { 0 , - 1 ) visto que 
para ( 0 , 1 ) , w vem indeterminada. 

físsoluçtUt dos a." 31525 s 3G33 do J. tt. Araniss 
3 6 3 7 

R: Para verificar que é um homomorfismo basta que, 
sendo nem dois inteiros e :)' e iu as suas imagens 
em (Jj seja n + m —>- n1 * m', o que i imediato aten-
dendo à igualdade 

Pelo teorema da homomorfia haverá então um invari-
ante 9Í e?n R tal que £ é isomorfo u R/91, este in-
variante ê o conjunto dos inteiros TI que correspondem 
ao elemento 1 de ; satisfazem por consequência à 

relação • (1 + ij" — 1 -

Pausando o primeiro membro tio igualdade anterior 
à forma trigonométrica resulta a igualdade equivalente 

cos ^n -f 2 j n j + i sen í n + 2 j — 1 

que equivale por sua vez a tt—= 2 k i (k inteiro 

arbitrário) ou seja, a = 8 k com k arbitrário. O 
conjunto 9! ê formado pelos múltiplos de 8 . 

3 6 3 8 
tt: Basta provar que a relação 

M 4 . - S . - 4 ) + , * . ( 6 , - 3 , 1 ) - ( 0 , 0 , 0 ) 

implica X = 0 E (I 0 , o que equivale A demonstrar 
que 0 sistema homogéneo 

4 X + 6 F I = 0 

— 2 I . - 3 ( A = 0 

é determinado. De facto o determinante 
4 ü 

— 4 1 
3642 

R : iSií/xmftaJncis que a é limite inferior do conjunto 
dos números i); então a satisfaz às condições: 

{a) a 7) qualquer seja f[ 
b) se p Y] qualquer seja yj é p a . 

Vamos provar que as condições 1) implica m 

Í
a) oi £ qualquer seja £ 
b) se fi ^ £ qualquer seja £ é p a 

que definem o. como limite superior do conjunto dos 
números 5. Comecemos por observar que para cada £ é 
£ , qualquer seja T] ; por isso, atendendo a 1. b) re-
sulta 2. a). Por outro lado, dado p £ , se fosse fi <C i 



io G A Z E T A DÉ M A T E M Á T I C A 

os números do intervalo (a, fi), que nao são números £ 
teriam de ser núrneros o que contradiz 1, a), i". por 
conseguinte fí a. De modo análogo se provaria que 
a s condições 2) implicam a í condições 1 ) . /4ü duas defi-
nições são portanto equivalentes. 

3 6 4 3 
B : a) Pondo = (@i D S ) fl @ ' i , reconhece-se 
que = da intersecção do sub-grupo 
com o invariante ©i em , é por isso invariante 
no sub-grupo ®i f| J5 * 

b) é idêntico a ®i fl # / ( © ! fl •&) fl ©ri 9«« 
pelo primeiro teorema daisomorfiaè isomorfo a (@j f| * 
• @ ' i / © ' l - Ora ( ® i Í l • © ' L / ® ' Í é a imagem homo-
morfa de ©i fl S = £>i no homomorfismo ©i — @ j /© ' i 
e e por isso sub-grupo de ©i/©ri • 

3 6 4 7 
R : De modo análogo a 3 6 4 2 . 

3 6 4 8 
R : Pondo Jf) H © i = (£> 0 © i - i ) f l ©' e, notando que 

("] © i - l e @ í são respectivamente um sub-grupo e 
um invariante de @i, conclui-se quz Jn H ©L i íruu-
rjante em £> f l © i - l e por isso f| © = f l © 

• • • ̂ s. JfJ ("1 ©u = £ & m""1 série normal. 
Tomemos agora o factor desta serie 

# n © i - i / í ) n s ^ s n © n / c s n @ i - 0 n @ i ; 

aplicando o primeiro teorema da isomorfia reconhece-se 
que o segundo membro daquela igualdade é isomorfo a 
CS Fl ©i-i) • ©i/@l que é um sub-grupo do factor da 
primeira série ©i-i/©i • Tal sub-grupo é precisa-
mente a imagem do sub-grupo de -i t $ n © I—1 5 
no homomorfismo canónico de fâi-i sobre ©i-i/©i . 

3 6 4 9 
R : Representando por x ' , a imagem de x e © tere-
mos 1 - x —*- 1' • x visto que o endomorfismo é opera-
tório e & é considerado como módulo com operadores 
à direita em 0 . Como 1 • x — x resulta então 

x' = o • x e =- 1' e © . 
Por outro lado è fácil reconhecer que a igualdade 

x' = e • x define um endomorfismo — © , de 0 consi-
derado como módulo com operadores à direita de (3 . 

Os endomorfismos considerados oblêm-se portanto 
multiplicando à esquerda os elementos x e S por um 
elemento arbitrário p e © . 

3 6 5 0 
R : Cada elemento x e © tem a forma 

i - 1 

cm que e SU, sendo os 33, ideais direitos simples e 
distintos de ©. Em particular resulta para o ele-
mento 1 , 

1 — ei + ej H (• e„ 
e podemos supor todos os e, não nulos. 

Desta relação tirasse 
© = e , © + . . . + 6 , 6 + •• - + e „ 6 . 

Ora e, G é o ideal direito gerado por e, e 53 e como 
não ê nulo identifica-se com 33, porque este ideal é 
simples. ® toma então a forma © = 33i + 33j-l-*•*-í-33,, 
que é uma so»ia directa porque <is parcelas são simples 
e dis tintet*. 

rtesoLuçGe* dos D." 3 Gil 7 a 3050 (lu S. 1;u.'m'lru. 

I. S , T . — M A T E M Á T I C A S G E H A I S — 1." Exame ordinário 
— 13 de Marco de 1953 — Parte prática. 

3 5 5 9 — Determinar a equação binômia de coefi-
cientes reais e grau mínimo que admite como raízes 
os dois números : 

s t — cos 5 ir /13 + i • sen 5 ir /13 
Zt — c o s l i r /9 — f . s e í i 7 i t / 9 . 

ai e são raízes primitivas? ,1ustiliear. 

3 5 6 0 — Calcular a e 6 de modo que os planos de 
equaçSes: 

x — y + 3z =» b 
7x + ay -h s •=• 8 

— 5 x 4 - ay + 2 = = 0 

pertençam ao mesmo feixe. 

3561 — Averiguar da natureza da série : 
n ! È" 

n > { ! 

n ) 

^ ( i + flj) • { 2 b + a t ) . . . {nb + a„) ' 

sabendo que a sucessão de termo geral a„ tende para 
A > - 1 , e b é positivo e menor que 1 . 

3 5 6 2 — Dadas as rectas 
[ y =™ 1 / 2 • ( — as — 3 ) 

• 1 / 2 • ( 5 x - f - l ) 

[3s: + y - s + 6 .= 0 
n> \ — 2x + y + e + 1 0 

c—1 y s — 4 

~ 3 ~ — 1 ~ 

a) provar que são as arestas duma superfície pris-
mática triangular ; 

b) escrever as equações do lugar dos pontos do 
espaço que distam igualmente das três rectas. 

I. S. T. — M A T E M Á T I C A S G K B A I S — Io Examo extraor-
dinário — 16 de Março de 1953 — Parte prática. 

x ! — y = 0 

3 5 6 3 — Resolver o sistema : ys — a = 0 
<0 — z1 — 0, 

apresentando as soluções na forma trigonométrica. 
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3 5 6 4 — Determinar os pontos comuns aos três pla-
nos do equações: 

x + ay + a3 2 = 1 
aj: -I- + s •» 0 

a3j; •+- y -f- az = 0 , 
sabendo que entre o adjunto o o reciproco do deter-
minante formado pelos coeficientes que afectam as 
variáveis, existe a relação : A 4- l i — 0 , 

3 5 6 5 — Averiguar da natureza da série: 
y (n + 1) • (n 4- 2) (Sn- - 1) - (2 b) 
~ 2" •«" 

3 5 6 6 — Faz-se rodar uma recta r em torno do um 
dos seus pontos P (2 , 1). Seja C o centro da circunfe-
rência de equação: xz 4- y1 — 4x ~ 0 e A o B os pon-
tos em que r intersecta a circunferência. 

a) Determinar a expressão da área do triâgulo va -
riável [ABC] ; 

b) Determinar a equação do lugar do baricentro 
do triângulo. 

I. S. T , — M A T E M Á T I C A S GKH.YIS — 2." oxarne de fre-
quência ordinário — 1 do Jullio de 1953 — Parte 
prática. 
3 5 6 7 — Considere-se a representação gráfica da 

12 xJ 4- 4 x* — 3 x — 1 
f ' u n f ã o " = - T + I ' 

a) Determinar as intersecções com o eixo das 
abscissas, e os sinais da função nos intervalos de que 
estes pontos são extremos; b) Estudar a sua posição 
cm relação às assinto tas; c) Contar e separar os pon-

tos de estacionaridade, averiguando se se trata de 
máximos ou mínimos, e calcular com um decimal 
exacto o valor da abscissa de um deles ; d) Esboçar 
a representação gráfica. 

3 5 6 8 — a) Deduzir a equação da parábola que 
passa pelos focos da cónica : 16 x* 4- 25 y* — 400 « 0 , 
e pelo ponto A ( 2 , - 1 ) , onde admite a tangente: 
y 4. 1 _ 0 ; b) Calcular a distância do foco da pará-
bola à directriz; c) Escrever as equações das tan-
gentes tiradas pelo ponto B (5,0), 

I. S. T. — M A T R M Á T I C A S UKJSAIS — 2 . " exame de fre-
quência extraordinário — 3 de Julho de 1953 — 
Parta prática. 

3 5 6 9 — Dada a função y log (x* - 8 -r3 + 3 x': + 
4- 32 x — 28) : a) Determinar os intervalos em que <5 
definida e os valores que toma nos seus extremos; 
b) Recorrendo ao teorema de Sturm, provar que existe 
apenas um ponto de estacionaridade; indicar se se 
trata de um máximo ou de um mínimo, e calcular a 
sua abscissa com um decimal exacto; c) Esboçar a 
representação gráfica, 

3 5 7 0 — Considere-se a quádrica de equação: 
4 tf- 4- si — 6a; + 2 i / 2 î i î - ) - 4 z 4 l = 0 . 

a) Classiíiea-la; b) Escrever as equações dos seus 
planos de simetria; c) indicar precisamente como se 
poderia calcular o valor de R^a, mantendo os outros 
coeficientes, para que a equação representasse uma 
quádrica de revolução. 

E n u o c l a d o s d o s o . " 3553 a 3570 d o F. A l TOS da S i l v a 

P R O B L E M A S 
Problemas propostos ao concurso 

S E C Ç Ã O E L E M I ; ST AH 

3 6 5 0 — Se uma recta, r , tirada do vértice C do 
triângulo ABC divide ao meio a mediana tirada 
do vértice A , então essa recta r divide o lado A B 
na razão 1 : 2 . 

3651 — Determine os pontos comuns a todas as 
circunferências (x — o) (x — 3) 4- y (y — 4 — a) — 0 • 
S E C Ç Ã O M É D I A 

3 6 5 2 — Designando por [x ] o maior inteiro con-
tido em x , demonstrar que, sendo n um inteiro 
positivo e x um número real se tem sempre 

[ «» ] - » + — ] + [ W — J + ^ + r ® * ^ - • 

3 6 5 3 — Seja f(x) um polinómio de grau n , de 
coeficientes inteiros, e tt uma raiz da equação 
/ ( x ) ~ 0 . Mostre que todo o polinómio <7(1) de 
coeficientes racionais se pode escrever sob a forma 

a0-f-íi| s4-aj,a5H l-a„-! a" 1 , Onde a0 , a, , ••• a „ _ j 
são niimeros racionais. 

S E C Ç Ã O SUPERIOR 

3 6 5 4 — Mostre que Me a tt b são elementos do 
do grupo multiplicativo @ , então existem em © 
elementos x e y tais que abx^—ba e yab=-ba 
(comutadores do par a , 6) • Que relação exiBte entre 
os comutadores dos pares a " ' 6"1 o b~' ? 

3 6 5 5 — Determinar a forma geral das f u n ç õ e s 
/ ( x , y , z, j>, q) para os quais, as equações diferen-
ciais das características da equação / = « 0 admitem a 

combinação integrável d f — ^ = 0 ( p «= — , q = —\ . 
\P! \ tf» dzj 

N. R. —No próximo número do «Gazeta* serão publicados 
ai s o l u ç õ o s doi problamaj propomos no fascículo anterior. 

A fiodflcçõo 


