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O verdadeiro sentido do principio da invariéncia
da [isica moderna
por Ruy Luis Gomes

B corrente apresentar a condigio da invaridncia a
que satisfazem todas as equacgdes da Teoria da Rela-
tividade Geral como alguma coisa de caracteristico
dessa teoria; alguma coisa que a distingue verdadei-
ramente da Fisica Cldssica ou, num plano mais con-
creto, da Mecéinica de GariLev-Newron. E na base
dessas consideragdes estd sempre um raciocinio deste
tipo.

A) As equagdes fundamentais da Mecinica de Ga-
L1LEU - NEWTON

&) m — = I,

86 mantém esta forma quando as coordenadas ', ¢
variam segundo o grupo de Garineu
G o= Fap e+ ot + B
=t + a

no qual || a; || é uma matriz ortogonal, transforman-
do-se ao mesmno tempo /" de acordo com

Fie S o F*

e ficando na mesma o coeficiente m , massa de inéreia.

O grupo G corresponde, como se sabe, 4 passagem
de um determinado sistema de coordenadas, onde
siio aquelas equagdes que traduzem o essencial das
leis do movimento de um ponto material sob a acc¢fio
de uma for¢a, I, para qualquer outro, animado de
uma translacgio rectilinea e uniforme com relagio
ao primitivo.

Resulta daqui, isto é, da invariincia das equagdes

(1) em @G, que sé sio equivalentes (1) aqueles sistemas
de coordenadas, «* ,¢t e x'* t' relacionados entre si se-
gundo G.

B) Pelo contrdrio, as equagdes da Relatividade Ge-
ral, nomeadamente as que traduzem as leis do movi-
mento de uma particula de massa infinitamente pe-
quena (test particle) sob a acgfo de um campo de
gravitagiio, quere dizer, as equagdes das geodésicas

d? o™
ds?

2B ds “ds
(de caracter-tempo (?)) da métrica fundamental

ds? = E .‘7‘u.v dz:!‘" d:cv,

) -0,

pyv=1,2,3,4,
sio invariantes para qualquer transformagio do grupo
T o = Pu (ot 22, 23, ")

no qual ¢, sido quatro fung@es independentes, con-
tinuas, com derivadas parciais (até 4 2. ordem) das
novas coordenadas x='.

E como consequéneia dainvariincia das equagdes (2)
em T, tem-se: equivaléncia de todos os sistemas de

(1) Subentende-se para a tradugfio matemditica das leis fun-
damentais da Mecfinica Classica.

(2) Tais que > "?5""' dxt* dx" < 0, pois a velocidade de uma
particula material & inferior & da luz, Por outro lado, os P:B
que ali coincidem com os simbolos de CuHrIsTOFFEL de 2.% espé-
cie, { “f } , da forma quadritica ds?, transformam-se segundo
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quatro coordenadas oblidos uns dos outros por gqualquer
transformagdo de T'.

Numa palavra — na Mecinica de GaviLeu- Newrox,
invariincia restricta, isto ¢, segundo o grupo res-
tricto G'; na Relatividade Geral, invaridncia ampla,
isto é, segundo o grupo I' que contém G como sub-
-grupo muito especial.

E para muitos Fisicos, por exemplo, e ainda recen-
temente para Sceripivaer (1), este principio de inva-
riineia geral «incarna a ideia da Relatividade Geralo.

No entanto, 0 mesmo autor, logo a seguir, acres-
centa: «l will not commit myself to calling it
unshakable, One has occasionally tried to generalize
it, and it is difficult to say whether quantum physics
might not at some time seriously dictate its genera-
lization. However, the principle as it stands appears
to be simpler than any generalization we might com-
template and there seems to be no reason to depart
from it at the outset.»

Ora, do nosso ponto de vista, as perspectivas de
generalizagdo do principio em causa, que ressaltam
tio claramente daquelas palavras, diminuem o valor
da afirmacfo primeira — de que a invaridncia «incarna
a ideia da Relatividade Gerals. E sé nos parece pos-
sivel esclarecer o verdadeiro sentido do principio de
invaridancia, retomando o problema ab initio, por con-
fronto das duas teorias — cldssica e relativista — o que
levard necessariamente i conclusio oposta de que um
tal principio nfio contém nada de caracteristico da
Relatividade Geral. Ao mesmo tempo, a possibilidade
de generalizagdes, sustentada por Scmripinexr, nio
oferecerd nenhuma dificuldade de principio.

Voltemos, entio, 4s equagdes fundamentais (1) e (2) ;
e para que as situagdes sejam de facto compardveis,
suponhamos que F* sio as componentes da forga
exercida sobre uma particula de massa da inércia m
num campo de gravitagio.

Tem-ge, entdo,

Fi= —m, grad @

designando por ¢ o potencial (escalar) de gravitagio
e por m, a massa ou carga da gravitagio da parti-
cula. E as equagdes (1) tomam a forma

d* zt 9

==Ky i=1,2,3,

1)

sendo K="% _ cociente da massa de gravitagio
m

pela massa da indreia — independente da natureza e
massa m da particula, quere dizer, uma constante
universal.

(1) Space — Time Structure, ed. Cambridge University Press,
1950, p. 2.

E este sistema que devemos comparar com (2); e a
conclusiio a que chegdmos acima formula-se assim:

«(1') é invariante no grupo G, (2) no grupo 7'.»

Na parte comum, que é precisamente G, os dois
gistemas de equagdes e portanto as duas teorias —
cldssica e relativista — comportam-se da mesma ma-
neira, sdio ambas invariantes.

Este resultado pode parecer em flagrante contra-
digdo com uma das mais conhecidas propriedades da
Teoria da Relatividade, logo na sua forma restricta.

Na verdade, todos sabem que a Relatividade Res-
trita admite como grupo da invariincia nio G
mas sim L —grupo de Lorextz—

L [mi_Eﬂ"'kzw‘i‘“mfr-l—a,-

t= a4 agt + a,,
cujos coeficientes estio ligados pelas equagoes

Kip %jo

Yagay =8; + =

®io Hoo e o
Eﬂ.'k%k‘f"—'“-cz—"‘ox i,k =1,2,3
Y ST ey e |

Como desfazer, entfo, 0o aparente absurdo ? Muito
simplesmente — nfio esquecendo a diferen¢a que hd
entre coordenadas matemdticas, puramente conven-
cionais e coordenadas com auténtico significado fisico.

Assim, se nos colocarmos na Mecéinica Cldssica e
admitirmos que «',¢ sfo respectivamente distincias
euclideanas tais como as mediamos habitualmente
com réguas e tempo medido por um relégio (1), en-
tio, 80 conservam esse mesmo significado fisico as
coordenadas ='*,¢' ligadas 4s primeiras por uma
transformagdo do grupo &.

Pelo contrdrio, se nos colocarmos em Relatividade
Restrita, 86 mantém um tal significado fisico, coorde-
nadas «'%,¢ deduzidas de a',¢ por uma transforma-
¢do de L (e ndo de G).

Mas se fizermos uma transformagio G, isso, mes-
mo em Relatividade, continua a exprimir a passagem
de um sistema de coordenadas para outro, ambos ma-
tematicamente admissiveis, apenas haverd que salien-
tar: dos dois sistemas 86 um, e nunca os dois,
podem ter aquele mesmo significado fisico natural
(em termos de réguas e reldgios).

Por outras palavras: ambas as teorias sdo invari-
antes segundo (; mas s6 numa, na Mecédnica Clds-
sica, é que G transforma entre si coordenadas com
significado fisico.

(') Esse relbgio é fundamentalmente o movimento da rotagio
du Terra,



GAZETA DE MATEMATICA

Nio h4d, portanto, absurdo algum. Além disso a
resolugio deste pseudo-absurdo é, =6 por si, nma
indicagfio de que o principio da invariincia nfio con-
tém em si mesmo nada de caracteristico da Relativi-
dade Geral, pois que, reduzidas as duas teorias a um
denominador comum, que é ', sio ambas invari-
antes. Mas podemos até alargar esse denominador
comum, isto é, passar de & para um grupo mais
amplo, inclusivé 7', que nada de essencial se modifi-
card.

De resto, nos cursos da Mecinica é corrente dar as
equagdes fundamentais da Mecdnica a forma cha-
mada de Lacraxce, de 2.* espécie (1)

d2 '

{J' k }’ da'™ de'*
ds? (5

i ds ds
iR’ :
na qual { L } sio os simbolos de CrisroFFer da 2.2
¢

espécie da métriea

1 .
de? = — S da®t = 3 gy o da,
forma essa invariante no grupo

ol =g (x', 212, 23)
Ty { t=1t'4a

em que ¢; sfo trés fungdes quaisquer, independentes
continuas e derivdveis; e os Q' siio os transformados

por contravariincia de —K —

Ora, ambas as teorias sSo invariantes no grupo
Ty < G de sentido matemadtico equivalente a & ou 7'
mas que ndo conserva o significado fisico das coorde-
nadas nem numa teoria nem na outra.

E nenhuma dificuldade pode haver em escrever as
equagdes (1) numa forma invariante com relagio ao
proprio grupo T mas o que acontecerd é que esse
grupo mais amplo 7' nada acrescentard, do ponto de
vista fisico, nem numa teoria nem na outra, pois
nesse dominio fisico os grupos caracteristicos sfo res-
pectivamente G e L e nio T'.

Que fica, entfo, do principio da invariincia? A
equivaléncia dos diferentes sistemas de quatro coor-
denadas, ligadas entre si pelo grupo 7', para a des-
crigio matemdtica das mesmas leis, sejam elas da
Mecinica Cldssica ou da Relatividade Geral.

(') Como & salientado no artigo de Fock adiante eitado.

Por outras palavras: como

@a* | pu do” daB ot [ d@al
ds? aB ds ds T dal¥ | T ds?
'Y de'® do'd
+0 ==,
¢6 ds ds
se tivermos no sistema x!*
a2 g™ ® de® daoB
3 { gty e
@) T T R e
serd
(3" o 'y do'® de'8
ds? #07ds ds ?

que tem a mesma forma geral (3), noutro qualquer
sistema «'”, relacionado com z!" por meio de T,

visto ser =0 o jacobiano dos z!* em ordem aos z'".

A invarifincia é, pois, e apenas, uma maneira su-
gestiva, clara, de patentear que as equagdes que tra-
duzem as mesmas leis, nos diferentes sistemas de
coordenadas ligadas por T, sio todas equivalentes
entre st.

Podemos dizer isto mesmo assim: a invariincia e
uma condi¢do suficiente de equivaléncia. Mas nio cons-
titue, de modo nenhum, uma condigio necessiria.

Portanto, é possivel, generalizar o principio de
invariincia, como transparece daquela citagio de
Scarépineer; mas hd de respeitar-se sempre, sob risco
de absurdo, o principio mais geral de equivaléncia
das equagdes que descrevem a mesma lei em mais do
que um sistema de coordenadas.

I neste mesmo sentido, perfeitamente delimitado,
que se deve interpretar esta passagem de V. A. Fock:
«Toute théorie physique— 4 moins d'étre visiblement
absurde—doit &tre covariante» (1).

F'ica, assim, parece-nos, esclarecido nos termos pre-
cisos o verdadeiro valor do principio da invariincia
que nada traduz de peculiar 4 Relatividade Geral.
IE ao mesmo tempo chama-se a atencio dos estudiosos
da Fisica Moderna para a diferenca, essa, sim, essen-
cial, entre coordenadas ligadas entre si apenas por
condigdes de correspondéneia biunivoca e continua—
coordenadas matemdticas—e coordenadas que, além
disso, tém significagfio fisica. E este ponto é da
maior importincia para compreender a prépria Rela-
tividade Geral.

(') Em —Le systéme de Ptolomée et le systéme de Copernic & la
Tumitre de la Théorie Général de Ta Relativité (Questions Beien-
tifiques, Physique, tome., 1 1952, pp. 151).

Covariineia, no sentido aqui utilizado, coincide, no que res-
peita As equag¢des em cada sistema de coordenndas, com inva-
rifincia de forma,



