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F. C. C. — ALGEBRA SUPERIOIR — Exame final, 194

1033 — Mostrar que todo o polinémio f(x)=

=agx'+~ayx'+.+-da,_ x+a, se pode escrever
com a forma .
flx)= |ag =1 Qersd @

gy x—1ww0 0

@i O Qerspp—]
a 0 0«0

R: Desenvolvendo o determinante segundo os ele-
mentos da pyimeiva linha vem

f(x)=ag|x =1 0::00|+la—1 0-- 00
0 x-—-1---00 a, x —1:--00
1 | on-

G®x &, B

0 0 0= 0--+0x
f(x)=agx" 42, .

Desenvolvendo A, segundo os elementos da pri-
meira linha vemn f(X)=apx"+a;x""44, 4.

Procedendo para 5, _5,8,5---38, como para A, _,
vem f(x)=agx"+ayx"'+...+a,,x+a,.

1034 — Calcular o raio do circulo de convergén-

2 S

cia da série 1-:‘—534"‘—2—‘;3%----4-%5" $omes

R: Aplicando o critéivio d’Alembert, obtém-se
. gt fin 1)/ . 5} 3
o O R T il el

logo o raio de circulo de convergincia é oo .

1
1035 — Caleular lim - - "V(n+1)(n+2)-- (2n).

U,y

R: E sabido que lim"yu,=1lim - Entdo
s 0O

=00 "
z 1 "

Lim "/ (n+1)(n+2)-- ()=

I \/(n+1)(n:u2)- (2n) _

N0

i @D (A 43) - (20) (30 +1) @0t 0"
i (m+1)" T (n+1)(n+2) - (2n) =~

(2n+1)(2n+2)n" 4p*+2 4 60"t 200

- = - R
6 2
4+ = 1 s 1

=lim ——— s = —-
)30 Ly Ix3" e
(1'4';) i(1"‘ li)
x 1036 — Se a equagdo f(x)=0 de coeficientes
inteiros tem uma raiz inteira e se @ e & designam
_ddis numeros inteiros quaisquer, mostrar que
‘um, pelo menos, dos nimeros inteiros f(a),
Sf(a+1), .- fla+b—1) é divisivel por &, R: De-

preende-se do enunciado que a equagao f(x)=0 ¢
algébrica de coeficientes fnteivos e admite uina rais
inteira k. Entde f(x)=(x—k) {;(x) onde f(x) ¢
um polindmio inteiro em X de coeficientes infeiros.
Facamos nesta ignaldade, x—a,a—1,..-(a+b—1),
venr f(a)=(a—k)f(a), f(atl)=(a—k+1)f;(at1),---
f(a+b—1)=(a—k4-b—1)fj(a+b—1). Dos mimeros
inteivos conseculivos (a—k), ia—k)+1, ... (a—k)+
+b—1, em smimeros de |b |, um déles é divisivel
porb. Logo,dos miimeros f(a), f(a+1),---f(a+b—1)
um pelo menos é divisivel por b.

1037 — A que condigoes deve obedecer o ponto
variavel («,B5) para que a cénica (2—1) 224281y —
—(24+1) 24222+ 28y—(2+1)=0 represente uma
parabola, R: A4 equagio dada representa uma pard-
bola se B2+ (a+1)(2—1)=0 ou 2? +p2=1. Por ou-
tras palavras, a conica serd uma pardbola se no
plano O3 o ponto (2, 0) perience a circunferéncia
de centro na origem e de raio igual a unidade,
serd uma elipse se o ponto (o, ) € interior a cir-
cunferéncia ¢ serd uma hipérbole se o ponto é exte-
rioy a mesma civcunferéncia.

Qualquer que seja o género da conica esta sevd
degenerescente se se anular o invariante cibico, ou,
0 que é o mesmo, se o ponto (=, B) pertence a curva
de equagdo

a—1 B o =0 —> 223420042474 22—
g —a—1 B —2—1=0
o B —a—1

que ¢ a recta 2+1=0 se so trata duma pardbola.

1038 — Mostrar que as medianas de um tridn-
gulo sdo concorrentes. Encontrar o seu ponto de
encontro, R: Seja o fridngulo ABC. Escolhamos
para sistema de veferéincia aquéle que ¢ constituido
por dois eixos ortogonais, contendo o eixo xx' o
lado AB e pertencendo o vértice C ao eixo yy'.
Sejam a e b as abscissasde A e B e sefa c aor-
denada de C. Entdo, as equagoes das medianas sao
2¢cx+(a+b)y=(a+b)e, ex+(2a—b)y=ac
cx +(‘§b—a) y=be. FElas serdo concorrentes se o
sistema formado por estas equagies for compa-
tivel ou, o que € o mesmo, se fdr nulo o caracteristico

2¢ a+b (a+b)e|=0.
¢ 2a-—-b ac -
|e 2b—a be

Esta condigdo é verificada, visto que a pyimeirva

linha do determinante é a soma das duas vltimas.
O ponto de encontro, cujas coordenadas se obtém

pela resolugdo do sistema, é (b—a)/3, ¢/3.
Solucdes dos n.'® 1035 a 1038 de A. S4 da Costa.
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F. C. L. — ALGEBRA SUPERIOR — Exames finais, 1941
— Alguns pontos.

1039 — Determine as equagdes da recta que
passa pelo ponto P(0,2,—1) e pelo ponto do
plano = em que & x—2, y=1. Calcule o angulo
que tal recta faz com o plano . == plano diame-
tral da quadrica &?+43°—3s2+3xy+dxs2ys4-
L3x— vy+28—6=0 conjugado com Os.

X=—2y+4

R: r=

1040 — Escreva a equacgio da cénica 2y —4xrv+
+5x2—-2x +2y—1=0 referida aos seus eixos e de-
termine as coordenadas dos seus focos,

x? y 2

R:-5—+§E=1,F(iV1w9,m.

1041 — Daduza a equacdo do plano radical das
esferas X, % e verifique que a recta dos centros
& perpendicular a ésse plano, I; € a esfera que
passa pelos pontos (0,1,0) (—1,0,2), tal que a
orizem tem poténcia 3 em relacdo a X e cujo
centro pertence ao plano x=2y. A equacdode X,
é a4yt sttt 2y—25—-0=0.

R: sn=6x+3y—z—6=0.

1042 — Escreva na forma candnica a equacio
da pardbola »?—2xy+a2-by—Tx+3=0, e veri-
figue que, referida a éste sistema de eixos, o dia-
metro conjugado de Ox & o eixo Os.

R: y*=3y2.x.

1043 — As rectas x=0, y=0, 2x—y—8=0,
x+2y —16=0 formam um quadrilatero inscripti-
vel, Caleule as coordenadas do centro e o raio da
circunferéneia circunscrita,

= /10.

R: z=x24y2—4x—8y=0, C(2,4),
1044 — Deduza a equagdo do plano de feixe de
| x=sg
sede em r)i 3 que corta a esfera 224 ¥24
y=
+22—4x+25—11=0 segundo uma circunferéncia
9% /o1

5]

=

deraio 3. R: x—z 4+ (y—3)=0—51

1045 — Determine as equacdes das tangentes
tiradas do ponto (7,1) para a circunferéncia que
passa pelo ponto (1,2) e forma com 2= x4 p?—
—3x+4 v —2=0 um sistema do eixo radical e=3x—
—-y—3=0. R: % =x?+y?=5, tj=x—2y—5=0,
th=2x—11y—3=0,

Nota — O problema do tracado de tangentes a

uma circunferéncia por um ponto exterior a esta
resolve-se facilmente considerando que uma tal

tangente deveria passar por &sse ponto e a uma
distancia do centro da circunferéncia igual ao
seu raio.

Solugdes dos n.” 1050 a 1045 e nota do n.” 1M5 de J. Pais
Morais,

Contém pontos de exames finais de Algebra Superior,
o8 seduintes nimeros da «Gazeta de Matemdticas: 4 e 1T,

F.C. L. — MATEMATICAS GERAIS — 2.° exame de
freqiiéncia, 2 de Junho de 1942,

*f 1046 — Dada a fungio y—=a?,7(x)+1, repre-
senta-la graficamente no intervalo (0,3); indicar
o contra-dominio correspondente, os pontos de
descontinuidade e os pontos em que ndo admite
derivada; escrever a equacdo da tangente no
ponto x=3/2. R: Tem-se para 0<x<1—-y=1,
1<x<2—y=x2+1, ¢ 2<x<3F—-y=2x2+1,
O grdfico pedido redus-se pois a um segmento de
vecta ¢ a 2 arcos de pardbola. O contradominio é
definido por y=1, 2<y<5e9<y<28., Sdo
pontos de descontinnidade os de abscissa inlteira.
Nestes a fungdo y nio admile derivadas, podendo
porém definiv-se wma semi-devivada @ esquerda e
a direita.

Para x=3/2 ¢ y=1(3/2).(3/2)*+1=9/441=134
e Va=2.3/2-+1=4; a tangente tem pois por equa-
eguacdo Y —154=1(X—-3/2).

1047 — Estudar a série de térmo geral

2n

B e

i1
nar um limite superior do érro cometido tomando
para valor aproximado da soma da série a soma
dos 10 primeiros térmos da série. R: Tem-se
2n 2

1
- <-—--—; ¢ a série dada ¢ portanio con-
dn¥+1 3 n?
2 1

a série de térmo geral —-—»

3 n?
majorante da dada. ¢ ficil estabelecer wm limite
superior do resto, limile portanto do resto da série
dada. Com efeito tomando os 9 primeiros térmos

v e no caso da convergéncia determi-

"

vergente, Para

- 1
duma série de Derichlet convergente 2 — Hum
\ ni+x

1 1
limite superioy é G

1—%%

No mnosso caso ¢

q=10 =z=1.

1048 — Determinar a equagio da superficie de
revolugao gerada pela rotagdo em torno do eixo
das ordenadas da curva de equagdes: (y—1)*+
4 (5—3P2—4=0, x=0. Escrever as equacgdes dos
paralelos de menor raio e de maior ordenada.
R: A superficie pedida é wmn tore. A equagdo
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obtém-se pela substituicdo na equagdo da gevatris
(situada no plano x=0) de z por VX2 + 223 wvem:
(y — I)2+(_|,/3c—'!;?—3)‘!—4 =0, ou (x*+y2427'—
—2y 4-6)2—4 (x2+22)=0. O paralelo de menor raio
é'0 gerado pelo ponto (0,1,1) e lem por equagies,
porexemplo, v=1, x24+22=1; o de maior ordenada
€ 0 gerado pelo ponto (0,3,3) e fem por equacoes:
y=3, x2+22=9,

Soluctes dos n.”® 1046 a 1048 de Manuel Zaluar.

I.S. A. — 2.° Exame de freqiéncia, 28-5-1942

1049 — Determine, pelo método de resolucdo
das equagdes numéricas as raizes da equacdo
223 — 424 2x—1=0. R: Sdo os seguintes, os resul-
tados da resolugdo numérica da equagio dada.
A equagdo ndo lemn raises infeivas porque os divi-
sores do térmo independente + 1 ndo satisfaszem
a equagdo proposta. A transformada da equagdo
em v=2x é yi—y'+4y—4=0, cujo térmo inde-
pendente admite como divisores +1, +2, +4.
Déstes so poderd ser raiz da transformada +1
visto que um limite superior das raises positivas
é 2 (método de Bret) e a equagdo Iransformada em

= —vy é 242" +424-4=0, enjo primeiro membro
ndo tem variagies. O divisor +1 é de facto rais.
A equagdo Y3 —y'+4y—4=0 desembaracada da
raiz 1 redus-sea y2+4=0 cujas raizes sdo +2i.
Portanto,as raises da equagdo proposta sao 1,2,+1i.

1050 — a) Defina coordenadas cartezianas rec-
tangulares e coordenadas esféricas de um ponto
no espaco. Indique quais s3o os lugares geomé-
tricos das equacgdes que se obtém igualando a zero
cada uma das seis coordenadas indicadas. & De-
termine, pela aplicagio do Teorema de Rouché,
as posigdes relativas dos trés planos x—2y 4 3z—
—1=0, 2¢4+3=0, 4vr—4y+35—2=0. R: O sis-
fema de equagoes lineares, constituido pelas equa-
¢oes dos trés planos, é compativel e indelerminado
de grau 1, visto que a matris dos coeficientes ¢ a
dos coeficientes ¢ dos térmos independentes téim
ambas caracteristica 2. Portanto, os trés planos
Jorman feixe.

1051 — Determine 2 equacao do plano que passa
pelo ponto P(1,2,0) e é paralelo as rectas de
J’ x=5+1 xr—2z4+1=0
| y=3s y+3-3=0.
Ax+By+Cz+D=0 a equagio do plano. A intro-
ducdo das condigoes contidas no enunciado condusz
ao sistema de equagdes lineares e homogéneas em

equacoes R: Seja

Ax+By+Cz+4+D=0

IBAD —
A, B, C,D 2-’;52 :]3:3 o qual admi-
2A —-B+4+C=0
tird solugies ndo nulas se for % P & 1{=0
¥ 83
1 3 1 0
2 -1 10

ou 4x+4y—Tz+6=0. E esta a equagdo do plano.

1052 — Figure os tragos dum plano = obliquo
em relacdo aos dois planos de projeccdo e as pro-
jeccoes duma recta # também obliqua em relacdo
aos mesmos planos de projecgdo. Determine gra-
ficamente o angulo o de » com =.

Contém pontos de sedundos exames de freqiiéncia de
Matemdticas Gerais e Algebra Superior os seduintes
numeros da «Gazeta de Matemdtica» : 2, 6 e 10,

I. 8. C. E. F. —Exame linal, 17-7-194

‘E 1053 — Fazer o estudo e o tracado da curva de

equacdo y?’—sen 2x=0. Verificar que as funcdes
definidas por esta equacdo satisfazem a relacido
p(xy' +3y'") 439 ¥'=0., R: A curva é simétrica
em relag@o ao eixoe xx', porgque y=-+ t/sen 2x.
A curva ndo tem pontos cujas abscissas pertengam
aos intervalos abertos [kr, (2k+1)=/2] onde k é
wm miimero inleivo positivo ou negativo. Também
ndo fem ponltos cufas ordenadas pertencam a qual-
quer dos intervalos aberfos (—oco,—1) e (1,c0).
Oualquer das funcies definidas por y—-+\/sen 2x
é periddica de periodo =. Em virtude da simetria
e da periodicidade, o estudo e o tragado reduzem-se
ao estudo ¢ ao tragade da curva de equagdo
y=-+Vsenx para 0<x<=/2. Por serem
sen?2x-+1

I — cos 2x/ {/sen 2x W= ———
/ V 1 ¥ (sen 2x )2

cos 2x (3—sen®2x) :
v o ponte (=/4,1) é de

(sen 2x)»*

I =
yf

mdximo para y, que € crescente no intervalo
(0,=/4) e decrescente no intervalo (nf4,=/2) ¢ a
concavidade da curva esti voltada no sentido dos
vy negativos no intervalo (0, = 2).

{~ 1054 — Estudar no ponto x=1, a derivada da

funcdo v (x) assim definida: ¥ (1)=0, para
v=El— y=(x—-1)/(14¢"*"Y). R: A fungdo ¢ con-
tinua no ponte x=1 porque y (1)=0 por definicido
e I:]n_'nu y(x)=—0 ‘l_iln;luy (x)=+0. 4 derivada de

y(x) para x-£1 é y'(x)=x—1/1+e""") ¢
lim"}"(x)zo, limoy'(x)zl. Logo o ponto x=1
e 22

¥ =

é de descontinuidade finita de 1.5 espécie para a
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derivada y'(X) ¢ serd wm ponto anguloso para a
curva de equacdo Y=y (x). Equa¢oes das tangentes
#no pouto x=1:y=0¢ y=x—-1,

1055 — Determinar com um érro inferiora 1,10
as raizes da equagdo P (x)=ai+3x—11=0.
R: A equagao proposia ndo admite raises infeiras
porque dos trés mimeros P(—1), P(0), P(1)
nenhum é divisivel por 3. Ndo admite raizes racio-
nais fracciondrias porque o coeficiente de x\ é igual
a unidade. Da aplicagdo do Teorvema de Descaries
decorre a afirmagdo de que a equagdo proposta
admite uma raiz real positiva ¢ outra real nega-
tiva, O limite superior das raises posilivas é 5
¢ o inferior das raises negalivas é —3. Para
x=-—3,—-2,-1,0,1,2,3, P(x) fomavalorescujos
sinais sdo, respectivamente, +— — ——+ -+, Logo
as raizes reais pevlencem aos inbervalos (—3,—2)
e 11,2). O estudo dos sinais dos valores que P (x)
toma para Xx=—3; —2,9; —2,8; —2,7; —2,6;
2,5; —2,4; —2,3; —2,2; —2,1; -2 ¢ para
=15 B 15 123 2,85 1,8 1.6 L, 65 2,7 L8
1,9; 2 mostra qus aguelas raises pertencem aos
intervalos (—2,1; —2) ¢ (1,5; 1,6). Osextremos
désfes intervalos sdo wvalores aproximados, por
defeito e por excesso, das raises reais da equacdo
proposta, nas condighes do enunciado.

I. §. T. — Exame final

1056 — Sendo x. ¥. {e-=1, calcular os verda-
deiros valores de v para x=+0 e x=—0.

R: Tem-se y—1[x."Ve. Portanto limy=
40

1/x —1/x2 1
=lim—m=lim—FFs or=llm——=0
08 a—1/xt. el pelts

EII:
limy=—lim—=—¢<,
r-»-uy —et0 X

1057 — Tracar a conica 112?84 ay—249*=156

e calcular a sua excentricidade.
ax—11

1058 — Mostrar que a fungio y———"——
x+ta—12
é sempre crescente, ou decrescente ou constante.
Determinar os valores de @ correspondentes a cada
a?—12a +11
(x+a—12)*
Portanto, o sinal da derivada depende s6 do nume-
rador. A discussdo do trindmio a*—12a+11, cujas
raizes sdo 1 ¢ 11, mostra que a derivada é nula
para a=1,11, ¢ positiva para a <1 ou a > 11 ¢
negativa para 1 <a < 11. Logo a fungdo é cres-
cente se a<<1 ou a>>11, é decrescente se 1 <a<11
¢ € constante se a=1,11,

um désses trés casos, R: Tem-se y' =

l
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1059 — Seja uma recta » e dois pontos P e Q
que se projectam sobre » em P e Q' respecti-
vamente. Seja P Q'=¢, PP —a, OQQ =b. Cal-
cular o limite de A/P — M quando M, colocado
em », se afasta ao infinito num sentido ou noutro.

1060 — Sendo v uma funcio de x definida
pela equagiao a¥¥+ p*¥=1, mostrar que é y''=
=13 a7, - sendo y"" a 2. derivada de ¥ em
ordem a x.

1061 — Dados os dois planos ax+fy+ys=0 e
(v—B)x+(2—7) y+(2—TE) s+ 42—B3 —2¢y=0, deter-
minar os coeficientes 2,3, de modo que estes
planos sejam paralelos, Achar-se-ao trés solugoes,
os planos correspondentes, dois a dois paralelos
formam um paralelipipedo. Achar o volume déste
paralelipipedo. R: Os dofs planos serio paralelos se

3 e a-+iB—xy =0
—= e = a_'—” =1 donde rz—B—iy =0
+—Bf z—7 | | 34— TAB—q =0

sisteina homegéneo que admilird solugdes ndo
nulas se
|1

2

%
—1

A —Ta —1 donde 3=-1/3,12,1.
Para cada um dos valores do pardmetro » o sis-
tema fornece, por exemplo,

~3% | =0

— 2

on 613 —-T324+1=0

2=1,3,1 f=—2,—-1,0 ~v=-5,5,1
¢ as equagaes dos trés pares de planos paralelos sdo
x—2y—5z=0 3x—y+52=0 x+2z=0
x—2y—5z=10 3x—y-+5z=—15 x4z=-—2,

Os pontos (0,0,0), (—1513,—45/13,15/13),
(25/13,10/13 , —25/13), (—15/13, —20/13 , —11/13)
sdo os wértices do paralelipipedo pertencentes a
trés arestas concorrventes em (0,0,0), Entdo o
volume do paralelipipedo é

Vil G Y < 3 15\ 1 33815
-1 =8 4 dgps{T\i8) 13" am

5 2 —5 13315

| —16 --20 =11 13

1062 - Calcular as raizes racionais da equacio
Bar—hai—11434 272220 —10=0. R: 4 equagdo
admile wma unica rais racional —1/3. Das restan-
fes raises, uma é irrvacional negativa ¢ as outras
tyés on sdo irracionais positivas ou duas s@o com-
plexas ¢ uma irracional positiva.

Contém pontos de exames finais de 4lgebra Superior,

o0s seguintes numeros da «Gazeta de Matemdtica»: 4 e 7,

l. §. T.—2.°% exames de freqiiéncia — Alguns pontos

1063 — Achar a equagdo da esfera que é tan-
gente ao plano xOy no ponto (2,4,0) e passa
pelo ponto P(0,0,1). R: .1 equagdo geral das
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ha
i

esferas tangentes ao plano xOy no ponto (2,1,0)
¢ (x—2)+(y—4)+(z—r)*=r? onde r & 0 rafo. Se
a esfera passa pelo ponto P (0,0,1), as coorde-
nadas de P satisfardo a sua equacdo, isto ¢,
1416+ (4—r)*=r* donde v=9/2 ¢ a equagdo da es-
Jera é (x—2)4(y—4)2+(z—92) =814,

1064 — Dado o ponto .4 (2, 1) eartecta y=a— 3,
determinar sobre esta recta dois pontos B e €
tais que o triangulo 45C seja rectangulo em 1
e isosceles. Fazer a representacdo grafica. R: De-
ferminemos a intersecgdo da vecta y—x—35 com a
perpendicular baivada de A sébre ela :

y=x—3 x=9/2
y—4=2-—x { y=372.

Calculemos a distdncia do ponto A arecta y—x-—15:
2—4—3 5
ld| -~

| V'l—p—l | ‘/ 2
Os pontos B ¢ C sdo as infersecgoes da civeunfe-
,3/2) e raio igual a 5/ V2,

réncia de centroem (92

CALCULO INFINITESIMAL

F. C. P. — GALCULO — Exame final, Junho de 1941

1066 — Determinar as curvaturas principais das
seccbes normais da superficie a3 3" 3+ 53 —-3y+
+1=0 no ponto (0,1,1).

1067 — Integrar a equacio
L dAdat—1

YT x =1y YT
1068 — A linha (/) é representada pelas equa-
x=g(z)
y=4{(=)
gente em M faz com ox. Escrever as expres-
sées das coordenadas X e ¥ de um ponto P do
plano situado sobre a normal em M a uma distan-
cia MP=a em que @ é uma constante. Relacionar
a diferencial 45 do arco de curva (L), lugar dos
pontos P, com ds; por integracio relacionar

0S arcos P;_}’ (Py pouato de (L) sébre ox) e 6:1}

a(a? =
(x2+1)arctgx

coes em que 2 & o angulo que a tan-

supondo z.,=-‘;—: e calcular o comprimento do

arco Py P emdfunqzo de = supondo que (/) é a

cicloide: x=r(#—sent), y=r(l—cost).
F. C. P. — CALGULU — 2.° exame de freqiiéncia, Maio
de 1941

Ponto n.,* 2

1069 — Integrar a equagdo: &2y +av't4y—
—32cos (2log ¥).logx. R: Fasendo a mudanca

9

— -+ iy =

de varidvel independentfe x—=e' vem. ae
t=

com a reclta dada, fsto é:
! X==T

{y -x—3 x-—-2
(x—92)p+(y— L y=4 { y=—1.

1065 — Desenhar os lugares geométricos de
equacdes a) (x2+1?)?=4 b) a3—33-0,
R: a) 4 equagao (x*+ v2)?=4 desdobra-se em duas
das quais é o produto X'+ y?=2 ¢ x'iyi= 2,
A primeirarepresenta wma circunferéncia de centro

32)1=952

naorigemederaio V2, a segunda uma ciyeun fe-
réncia de .centro na origem ¢ de raio V2i.
by A equagdo x3—y3=0 decomple-se em duas
X—y=0, x2+xy+y?=0. A primeira representa a
bissectriz dos quadrantes impares; a segunda é
uma conica género elipse que degenera nas rectas
conjugadas 2x+(1+y/3i) y=0.

Contém pontos de segundos exames de freqiiéncia de
Algebra Superior os seguintes numeros da «Gazeta de
Matemitica»: 2,6 e 10, 3

Solugdes dos n.“® 1049 a 1065 de A. Sa da Costa.

_ANALISE SUPERIOR

d
~32t cos 2t on g + 4y — 32t =16t (e -e~t).

Integral geral da equacdo sem 2.2 membro :
v=C,sen2t+Cs cos 2t. Integrais particulares:

et = (— 20t + 1 +%) et ¢

(D + "1) 44 q
1
y=C;sen2t+C,cos2t-{-4t?sen2t 2t cos 2t — ) sen?t,

¥i= 16

(21:’ Hrtr— I) e . Integral geral :

Integral geralda equacdodada: y=C sen2(logx)+
+ Cacos 2(logx)+4(logx)*sen2(logx) +

1
+2(logx)cos2 (logx)—-é-seui.’(logx) s

‘dx dy
xy

1070 — Calcular /J O dominio D si-
D

tuado no 1.° quadrante é limitado pelas linhas
xt4-y2=1; 224 y2=4; y=x e yv=V3x. R: Cal-

culemos o integral em coordenadas polares :
8

“Zdeds __ * do °dp 1 5 s
y}J Fsendn _J S—en2ﬁ,~_ 22 <log2.logs.
1

™

1071 — Determinar as curvaturas principais da
superficie 2xy+x%—3y3+4logis+1)=0, no ponto

(0,0,0), R: Cdlenlode p,q,r,s,t.
2y 1 3xZ 4 L-_-“ =)
e~ P

x 1
Ax _ By? e =)
¥ ”’le 0]'9=8;
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T 00 TRR SUCN Sy . RN, e EM - C T+ O on R —(S8) 4 Re
6x {Z+1!z+z+1 =1, 2 (z-l-l)z+z+1 0, CiM =CC+CM o R 3 + R*, Integrado
1
t 2 e o ==}
—6y F(zil,}"" o =0. No: padite (0,0,0) vem : arcsenR a—0, donde R e (¢:‘°)
temos : t=0, s=—-2, t=0. Equacdo de condi¢do : Para 2=0 wvem: R=_sene' Mas R= d: .

sm*+(r—tjm—s=0, —2m?*+2=0..m=+1-
=r+‘25m+tm3_ —4m

c - .
" 14+m? 1+ m?

Ci=-2, C;=2,

1072 — Determinar a equagdo cartesiana da li-
nha (L) tal que a distancia de M ao centro da
curvatura C, da evoluta seja igual ao quadrado
do raio da curvatura de (L) em M .

As constantes de integracio devem conside-
rar-se nulas, R: Eguna¢do de condigdo: CytM=R?.
Sendo C o centro de curvatura em M, fem-se:

MECANICA RACIONAL—F

F. C. L.—MECANICA —2.° exame de freqiiéncia, 1-11-1941

1073 — Um ponto material, de massa unidade,
esta submetido & acgdo da forga: F—=x(e;+ez).
Determinar o seu movimento nas seguintes con-
dicdes iniciais: Py(0,0) wy=2e,+2e;. Deter-
minar o trabalho efectuado pelo campo, quando
o ponto se desloca desde FPy(0,0) a P,(3,3)
no seu movimento. R:
1) x'=x,
E entdo: y'"=x'"; logo:
2) y=x+Cyt+C;.

Da 1.2 equacido 1) vem :

3) X' —x=0

equagio diferencial linear de coeficientes constan-
tes, cujo integral geral é x=Cye'+Cye™ ¢ aten-
dendoa 2) y=Cqe'+Cie™"+Cit+Cs. Temos entdo:
\ x=Cye'+Cye

yl=x.

4 ‘
) | y=Cie'+Cie~+Ci t+C,
e derivando
x'=C;e'—Cye™
5)
| y'=C;e!—Cye+Cy.

Como — condigaes iniciais — para t=0, §é:
x=0 y=0 x'=2 y'=2 vzem, mtroduamdo estes
valores em 4) e 5): 0=C3+4+Cy, 0=C3+Ci+C,,
2=Cy—Cy, 2=0C3—C4+Cy, on seja: C;j=1,
Ciy=—1, Ci=0 ¢ Co=0. O movimento do ponto,
nas condigiesiniciais dadas, é x=e'—e™ y=e'—e™’
e efectua-se ao longo da recta y=x, afastando-se
o ponto indefinidamente para o lado direito desta.

O campo de forgas dado ndo deviva dim poten-

\ dx=cos 6ds—R cosods
1 dyxseneds—Rseuﬁde.
co.
\ -dx':'_s—c—u_ad&
| dy=—ds y=—t.
Logo x=—logsen (—-y) ow sen(—y)=e™ ou
seny+e~=0.

x=—logsen?

Solugdes dos nimeros 1066 a 1072 de Jaime Rios de Sousa.

Contém pontos de exames finais de Cdlculo Infinitesi-
mal e de Andlise Superior os seduintes niimeros da «Ga-
eeta de Mdtemdtica»: 4,7,8 e 8,

ISICA MATEMATICA

X Y
cial, visto que : :‘_ #:bb_ « Para calcular o trabalho
y X
pedido temos entdo que integrar F.dP=X dx+Y dy

ao longo da trajectoria do ponto. Teremos

T= f xdx+ydy ecomo y=x aolongodessa
PoP)

trajectoria, tem-se: = — f 9% dx=9.

1074 — Uma irea plana e homogénea, € cons-
tituida por um quadrado de lado 2a, encimado
por uma semi-elipse de semi-eixos @ e . Deter-
minar & de modo que o centro de gravidade da
area considerada esteja sobre o lado do quadrado
que & eixo da semi-elipse. R: O centro de gravi-
dade do quadrado encontyra-se no centro déste. Cal-
culemos a posigdo do centro de gravidade da semi-
-elipse. Parva referiv esta posigdo, lomemos um
sistema de 2 eixos orlogonais com origem no centyo
da c¢lipse, ¢ divigidos segundo os eixos desta. As
coordenadas da centro de gravidade da semi-elipse,

ffydxdy

- oande
f dxdy

’fdx dy=4area da semi-elipse==ab/2. Tem-se

s
1b
]J ydxdy= ] dx / ydy =5 o= j(a?f-v.!)dx—
_ 2ab? _2ab¥3 4 b
e ¢, poritanto, ~ab/2 3 =
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Tomemos agova um sistema de eixos paralelos
aos anleriores, mas cuja origem se enconlre 1o
centro do quadrado, e chamemos : F afigura dada,
F; ao quadrado ¢ F, a semi-elipse.

Designemos ainda por A, a drea de F, e por
£, e w, respectivamente, a abcissa ¢ ordenada
— relativas aos novos eixos —de TF,. Temos -

Ay=1a? A,==ab/2 A=A,;+A,=a(da+=b/2) E=0

?|e

| -

m=0 E=0 y.= +a. De 5=0 E=0 con-

GALCULO DAS

F. C. P, — Exame final, 14-10-1941

1075 — Um ponto P élangado ao acaso no qua-
drado OA4BC (10ecm de lado). Seja P(x,y) a
posicao obtida, e ¢ a drea do quadrilatero trace-

¥ jado, obtido unindo Pcom A e C.
. ) 7 pode exprimir-se em fungao de
x ey,

a) Indicar o dominio certo Ns.
R: a) Manifestamente é o infer-
! valo (0,100).

&) Calcular a probabilidade de ser » <7 20 cm?.
R: b) De o=5(x+y)<<20 resulta x+y<4.
P terd caido no iridangulo limitado pelos eixos e
pela recta x+y=4, dedrea 1/2,1,4=8cm* ea
probabilidade serda p=0,08.

PROBLEMAS

A seccdo de problemas da «Gazeta de Matema-
tica» s6 pode ser uma secgdo realmente viva na
medida em que for feita pelos leitores. Por isso
se pede a todos os leitores que proponham pro-
blemas, (acompanhados ou ndo de solugio), que
enviem solugoes dos problemas propostos, e so-
bretudo que digam com toda a franqueza aquilo
que lhes agrada e aquilo que lhes ndo agrada.

A redaccdo recebera com toda a atencdo as
sugestoes que lhe forem feitas de alteracdes ou
ampliagoes.

Temos a certeza de que muito ha a esperar da
boa vontade dos leitores, mas o certo & que até
hoje, tendo a «Gazeta» centenas de leitores, ape-
nas meia dizia tem enviado problemas ou solu-
¢oes. Na esperanga de que o seu exemplo seja
largamente seguido, publicamos aqui os seus
nomes (pedindo desculpa de qualquer involunta-
ria omissdo):

27

clue-se que + vird dado por: An=Aym+Aym, ou
4

ja: 42+ —b)=—ab + C
seja; v.a( at g g 8 (3 = a) omo

deve ser n—a, tem-se:

D

2 5
-lai+f—a‘-'b=—-ab3+z'a'3b o
2 3 2

b—ay6 .

Solugdes dos exercicios 1075 e 1074 de F. V. A. de Veiga
de Oliveira,

Contém pontos de segundos exames de freqgiiéncia de
Mecdnica Raclonal e Fisica Matemitica os seguintes nii-
meros da «Gazeta de Matemdtica»: 2,6 e 10,

PROBABILIDADES

¢) O valor médio M (s). R: ¢) M(c)=56M (x)+
+5M (y)=10M (x) =50, pois M(x)=M(y)=>5
(T.=T,=1/10).

d) A taxa T,. R: d) Poderd calcular-se efec-
tuando a mudanca de varidveis definida pelas rela-

| X=x = -4
¢oes ) smBixt- ) « Obtemos Tig= 500 donde
Nx:« o
A = + A taxa lerd duas expressioes analiticas:
[ = 100—gq s
Tozg—.- se 0Z4a<50; T, = -———25{)(—) se H0'=a<100.

¢) Verificar. R: ¢) Por exemplo: utilisando T _
efectuar os cdlculos das alineas b) e cl.

Observ. — A notagio é a de Van Deuren.
Solugdo do n.” 1075 de M. Gongalves Miranda.

PROPOSTOS

Problemas — Um estudante de matemiticas
(Porto); T. Ferreira Rato (Cabo Verde).

Solugdes — José Arandes; Emidio de Oliveira ;

J. S. Faria de Abreu.
M. Alenquer

1076 — Num rectangulo OAMB & Od—a e
OB—b. Por M faz-se passar uma recta que corta
os prolongamentos de OA4 e OB, respectiva-
mente, em P e Q. Sendo z o angulo OPO,
mosfrar que é:

PO =(a*"+b**y* quando for: tgdaz=b/a.

1077 — Eliminar o entre as equacdes
x=3 cos g-+cos 3z

y=3senc—sen 3o,

1078 — Eliminar x entre as equagdes
; sen xtgr=a
senx.tgax=5.



